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Vorwort. 


Die  grundlegenden  Gedanken  der  vorliegenden  Arbeit  sind 
die  folgenden  beiden: 

1.  In  der  Arithmetik  der  rationalen  Zahlen  ist  es  in  den 
meisten  Fällen  zweckmäßig,  die  Zahlen  nicht  als  einzelne  Objekte, 
sondern  als  Glieder  gesetzmäßiger  Reihen  zu  betrachten.  Die 
Zahlen theorie  wird  dadurch  zum  größten  Teile  Zahlenreihen- 
theorie. Dieser  Gedanke,  der  auch  den  Titel  des  Buches  bestimmt 
hat,  ist  so  konsequent  festgehalten,  daß  auch  die  Eigenschaft  der 
Teilbarkeit  einer  Zahl  a  durch  eine  andere  b,  als  eine  Zugehörigkeit 
von  a  zur  Reihe  bx  aufgefaßt  wurde.  Die  Lösung  einer  algebraischen 
Gleichung  mit  einer  Unbekannten  ist  die  Bestimmung  der  Stelle, 
welche  eine  gegebene  Zahl  n  oder  0  in  einer  durch  eine  algebraische 
Form  gegebenen  Reihe  einnimmt.  Der  Reihengedanke  erweist  sich 
hier  als  Bindeglied  von  Zahlen  theorie  und  Algebra.  Die  diophan- 
tischen  Gleichungen  sind  Reihengleichungen.  Sie  stellen  die  Auf- 
gabe, zu  untersuchen,  ob  zwei  oder  mehr  gegebene  Reihen  gemein- 
same Glieder  haben  und  wo  die  Glieder  der  einen  Reihe  in  den 
anderen  Reihen  liegen.  Auch  die  dabei  auftretenden  Reste  werden 
als  in  Reihen  geordnet  betrachtet. 

Um  die  Universalität  des  Reihengedankens  zu  zeigen,  hatte 
ich  als  Einleitung  des  Ganzen  eine  allgemeine  Logik  der  Reihen 
—  nicht  bloß  der  Zahlenreihen,  sondern  auch  anderer  nach  Reihen 
geordneter  oder  ordenbarer  Objekte  — ,  ausgedacht  und  durch- 
geführt. Wenn  Pythagoras  sagte:  Gott  hat  alles  nach  Zahl  und 
Maß  geordnet,  so  hat  er  damit  nur  einen  Spezialfall  des  viel 
allgemeineren  Gesetzes  ausgesprochen:  Alles  in  der  Welt  ist  in 
Reihen  geordnet.  Typographische  Schwierigkeiten  haben  vorläufig 
die  Veröffentlichung  dieser  Logik  der  Reihen  verhindert.  Darum 
habe  ich  die  Bezugnahme  auf  die  allgemeine  Reihentheorie  in 
dieser  Schrift  vermieden;  nur  an  einigen  Stellen  wird  man  ihre 
Spuren  erkennen.    Ich  hoffe  sie  bald  veröffentlichen  zu  können. 

2.  Der  Binomialkoeffizient  hat  als  Formelement  der  Arith- 
metik dieselbe  Bedeutung  und  Berechtigung,  wie  die  bisher  fast 
ausschließlich  als  solches  benutzte  Potenz.  Man  kannte  ihn  längst 
als  das  was  sein  Name  besagt,  viel  früher  schon  als  figurierte 
Zahl  und  als  eine  Fundamentalgröße  der  rechnenden  Kombinatorik. 
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Euler  und  andere  beschäftigten  sich  eingehend  mit  den  ,,mira- 
bilibus  proprietatibus"  dieser  Zahlen.  Aber  niemand  ist  bisher 
auf  den  Gedanken  gekommen,  ihnen  eine  den  Potenzen  analoge 
Stelle  bei  der  Darstellung  arithmetischer  Formen  anzuweisen  und 
die  großen  Vorteile  dieser  Darstellungsweise  zu  erproben.  Die  ihnen 
dadurch  zugewiesene  neue  universelle  Rolle  rechtfertigt  die  Ände- 
rung ihrer  bisherigen  speziellen  und  beschränkten  Anwendungen  ent- 
lehnten Namen.  Die  Formanten,  wie  sie  nunmehr  heißen  sollen, 
zeigen  ihre  nicht  bloß  wunderbaren,  sondern  auch  höchst  nützlichen 
Eigenschaften  in  erster  Linie  in  der  Differenzenrechnung,  die 
mit  der  Einführung  der  Formanten  an  Stelle  der  Potenzen  eigent- 
lich erst  auf  algebraische  Formen  anwendbar  wird  und  damit 
ihr  Gebiet  ganz  bedeutend  erweitert.  Sie  wird  in  Zukunft  nicht 
mehr  als  ein  praktisch  wenig  bedeutsamer  Anhang  der  Arithmetik 
oder  der  Differentialrechnung  figurieren,  sondern  als  die  Lehre  von 
der  rationalen  Differenziierung  der  Reihenformen  der  Lehre  von  der 
irrationalen  Differenziierung  der  Funktionen  voraufgehen.  Ihre 
Rechnungen,  die,  solange  man  sich  ausschließlich  der  Potenz- 
polynome zur  Darstellung  der  Formen  bediente,  bekanntlich  unter 
großer  Schwerfälligkeit  litten  und  diese  wichtige  Methode  gar 
nicht  zur  Entwicklung  kommen  ließen,  sind  einfacher  als  die  der 
Differentialrechnung,  wenn  man  von  den  herkömmlichen  Potenz- 
polynomen zu  Formantenpolynomen  oder  Poly formen  übergeht. 
Um  von  der  einen  Darstellungsweise  zur  anderen  leicht  übergehen 
zu  können,  mußten  Umwandlungsmethoden  entwickelt  werden, 
die  zu  den  neuen  Zahlenarten  der  Kombinanten  und  Kon- 
formanten  führten. 

Die  Fruchtbarkeit  der  neuen  Methoden  zeigte  sich  in  der 
einfachen  Reihentheorie  schon  an  den  verschiedensten  Stellen,  am 
augenscheinlichsten  wohl  bei  der  überraschend  einfachen  Lösung 
des  Bernoullischen  Problems  der  Bildung  von  Potenzsummen 
der  natürlichen  Zahlenreihe  (§  27).  Von  weit  größerer  Bedeutung 
als  diese  Spezialanwendung  ist  aber  die  Anwendung  der  Differenzen- 
rechnung in  der  rationalen  Algebra,  d.  h.  bei  der  Diskussion  und 
Lösung  algebraischer  Gleichungen  durch  rationale  Zahlen.  Die  hier 
gegebene  Definition  der  rationalen  Lösung  einer  Gleichung  macht 
alle  Untersuchungen  der  Stetigkeit  der  Formen  algebraischer  Glei- 
chungen überflüssig  und  gestattet  eine  höchst  einfache  und  an- 
schauliche Darstellung  der  fundamentalen  Eigenschaften  aller 
algebraischen  Gleichungen.  Für  manche  Zwecke  sind  hier  allerdings 
die  üblichen  Formen  der  Potenzpolynome  nicht  zu  entbehren, 
namentlich  nicht,  wo  es  sich  um  die  komplexen  Lösungen  handelt. 
In  der  Theorie  der  Reihengleichungen  sind  durchweg  beide 
Darstellungsweisen  der  Reihenformen  nebeneinander  verwendet 
worden.  In  manchen  Fällen,  so  in  der  Theorie  der  Gleichungen 
zweiten  Grades  zweiter  Ordnung  (§  64  und  65),  erweist  sich  diese 
parallele  Behandlung  beider  Darstellungsarten  geradezu  als  eine 
Notwendigkeit.  Die  große  Allgemeinheit  der  Definitionen  und 
Sätze  des  zweiten  Teiles  ist  mehr  eine  Frucht  der  Auffassung  der 
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diophantischen  Gleichungen  als  Reihengleichungen  als  der  Ver- 
wendung der  Formanten.  Dieser  allein  dagegen  sind  die  Grund- 
züge einer  Theorie  der  Faktoren  der  Zahlen  und  der  Prim- 
zahlen (§  44)  zu  verdanken,  die  ich  an  anderer  Stelle  weiter  aus- 
zuführen gedenke.  Durch  sie  wird  der  Gau ß sehe  Satz  über  die 
Anzahl  der  relativen  Primzahlen  in  einer  gegebenen  Sequenz  von 
Zahlen  verallgemeinert  für  Nichtprimzahlen  von  beliebigem  Typ, 
die  Ermittelung  relativer  wie  auch  der  absoluten  Primzahlen 
mit  Hilfe  einfacher,  wenig  zeitraubender  Rechnungen  ermöglicht, 
und  die  Fortsetzung  der  vorhandenen  Faktoren-  und  Primzahl- 
tabellen wesentlich  erleichtert.  Vermutlich  ist  meine  Methode 
identisch  oder  wenigstens  verwandt  mit  der  verloren  gegangenen 
von  Clairaut,  über  welche  Cantor  im  dritten  Bande  seiner 
Geschichte  der  Mathematik  S.  753  kurz  berichtet. 

Eine  Tabelle  der  Formanten  von  sechs  und  weniger  Stellen  bis 
zu  denen  elfter  Ordnung  macht  den  Schluß.  Sie  ist  ein  Hilfsmittel 
zur  Ausführung  der  Rechnungen,  welche  in  vorliegender  Schrift 
vorkommen,  aber  auch  für  andere  numerische  Rechnungen  ver- 
wendbar. Namentlich  ist  sie  ein  Ersatz  jeder  Potenzentabelle. 
Wie  sie  weiter  auszubauen  wäre,  habe  ich  in  der  Einleitung  zur 
Tabelle  angedeutet. 

Wenn  meine  Arbeit  auch  eine  gewisse  systematische  Voll- 
ständigkeit erstrebt,  so  verkenne  ich  doch  keineswegs  die  Mängel 
und  Lücken,  welche  ihr  geblieben  sind.  Die  wesentlichsten  Lücken 
sind  meines  Erachtens  folgende: 

1.  Die  gebrochene  Zahl  tritt  hinter  der  ganzen  Zahl  zu 
sehr  zurück.  Das  kommt  daher,  daß  ich  ursprünglich  nur  an 
eine  Theorie  der  Reihen  ganzer  Zahlen  dachte  und  zu  spät  er- 
kannte, daß  die  Arithmetik  der  ganzen  Zahl  am  besten  im  Rahmen 
einer  Arithmetik  der  rationalen  Zahl  als  Spezialfall  behandelt 
wird.  In  §  24  ist  die  allgemeine  Form  der  Reihen  ganzer  Zahlen 
gegeben.  Die  allgemeine  Form  der  Reihen  gebrochener  Zahlen 
ist  mit  Hilfe  der  Kombinanten  darstellbar.  Diese  Darstellung 
deckt,  wie  hier  bemerkt  sei,  einen  Fehler  in  der  Ableitung  der 
Taylorschen  Reihe  als  Form  der  irrationalen  Zahlenreihen  auf, 
bei  welcher  fälschlich  unendliche  Summen  unendlich  kleiner  Größen 
gleich  0  gesetzt  zu  werden  pflegen.  Die  Ableitung  der  Taylor- 
schen Reihe  aus  der  Reihenform  gebrochener  Zahlen  wirft  auch 
auf  die  Konvergenz  der  Reihen  neues  Licht. 

2.  In  der  rationalen  Algebra  finden  sich  zwei  Lücken,  eine 
im  Beweis  des  Fundamentaltheorems  (§  36)  und  eine  in  der  Methode 
der  Lösung  numerischer  Gleichungen,,  die  nur  bis  zu  solchen 
dritten  Grades  durchgeführt  wurde. . 

3.  Die  anscheinend  auf  alle  Gleichungen  mit  symmetrischen 
Reihen  anwendbare  Methode  der  Lösung  höherer  Reihengleichungen 
hat  sich  nur  für  Gleichungen  zweiten  Grades  zweiter  Ordnung 
bewährt.     Der  Grund  dafür  ist  zu  suchen. 

4.  Auf  die  Differenzengleichungen,  die  in  einer  vollstän- 
digen Theorie  der  Zahlenreihen    den    dritten  Teil    bilden  müßten, 
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ist  nicht  näher  eingegangen.  Nur  die  durch  Integration  lösbare 
Gleichung  Jy  =  f(x),  ist  für  den  Fall,  daß  f(x)  eine  algebraische 
Form  ist,  allgemein  gelöst  (§9).  Die  Gleichung  lf{x)=af(x)  ist 
allgemein  durch  rationale  Exponentialreihen  lösbar.  Die  Einfüh- 
rung der  Formanten  in  die  Lehre  von  den  Differenzengleichungen 
ist  sicher  eine  dankbare  Aufgabe. 

Was  die  Art  der  Darstellung  betrifft,  so  hält  sie  die  Mitte 
zwischen  Lehrbuch  und  Abhandlung.  Im  Interesse  des  systema- 
tischen Zusammenhanges  war  es  notwendig,  bekannte  Sätze  zu 
wiederholen.  So  findet  sich  Altes  zwischen  Neuem,  doch  ist  auch 
das  Alte  fast  immer  auf  neuem  und  oft  sehr  viel  kürzerem  Wege 
als  bisher  gewonnen  worden  und  in  neuen  Zusammenhang  ge- 
bracht. Wenn  ich  nicht  das  Alte  als  solches  durch  Literatur- 
nachweise überall  kenntlich  machte,  so  wird  man  das  für  keinen 
Versuch  halten,  mich  mit  fremden  Federn  zu  schmücken.  In 
keiner  Wissenschaft  ist  die  literarische  Information  so  vorzüglich 
organisiert  wie  in  der  Mathematik.  Mit  Hilfe  der  „Enzyklopädie 
der  mathematischen  Wissenschaften",  der  „Synopsis"  Hagens  und 
des  „Repertoriums"  Pascals  kann  jeder  leicht  Altes  von  Neuem 
scheiden.  Das  Hauptgewicht  lege  ich  übrigens  auf  die  Methoden, 
nicht  auf  die  Einzelergebnisse  meiner  Arbeit,  deren  ich  noch  viele 
hätte  hinzufügen  können. 

Zum  Schluß  sei  bemerkt,  daß  ich  seit  vierzehn  Jahren  nicht 
mehr  beruflich  als  Mathematiker  tätig  bin.  Diese  Arbeit  ist  also 
das  Produkt  außerberuflicher  Tätigkeit  und  nicht  ohne  Über- 
windung großer  äußerer  Schwierigkeiten  zustande  gekommen.  Die 
Kritik  wolle  diesen  Umstand,  der  mich  auch  zur  frühzeitigen  Ver- 
öffentlichung zwang,  bei  der  Beurteilung  der  Schwächen  der  Arbeit 
berücksichtigen. 

Frankfurt  a.  M.,  im  Dezember  1910. 

Andreas  Voigt, 
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Erster  Teil. 

Die  Zahlenreihen. 

I.  Die  arithmetischen  Zahlenreihen. 

§  1.    Die  BilduDg  der  arithmetischen  Zahlenreihen. 


Es  sei  eine  Reihe  von  s  -\-l  rationalen  Zahlen  gegeben,  die  durch 
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bezeichnet  werden  sollen.     Aus   ihr   bilden  wir  eine  zweite  Reihe 
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nach  dem  Gesetz     -y     =   Y7  U-  .    Jedes  Glied  der  beiden  Reihen 

o 
hat  zwei  ganzzahlige  Indizes,  von  denen  wir  den  oberen  den  Term, 
den  unteren  die  Ordnungszahl  nennen.  —  Wir  fahren  nun  fort 
nach    dem    analogen    Gesetz    der    fortschreitenden    Addition 
weitere  Reihen  mit  höheren  Termen  zu  bilden  ohne  Grenzen. 

Denken  wir  uns  nun  die  Gesamtheit  der  Reihen  als  eine  zwei- 
fach ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  von  Zahlen  so  angeordnet,  daß 
die  Glieder  jeder  Reihe  horizontale  Zeilen,  die  gleicher  Ordnungs- 
zahl vertikale  Kolonnen  bilden,  so  stellen  die  letzteren,  welche 
einseitig  unendlich  sind,  arithmetische  Reihen  dar,  die  wie 
nach  ihrer  Ordnungszahl  als  Reihen  0-ter,  erster,  zweiter  usw. 
Ordnung  bezeichnen.  Die  höchste  arithmetische  Reihe  des  Systems 
ist  also  5-ter  Ordnung. 

Die  Eigenschaften  dieser  Reihen  ergeben  sich  aus  ihrem  all- 
gemeinen Bildungsgesetz 

(1)  [v:}  =  jj[v"-1]       oder       kt1]  =  i'K]- 

0  0 

Zunächst  ergibt  sich  aus  ihm  wegen 

0 

das  Differenzgesetz: 

<2>         _    A[<}=\vnV] -«]=[<+!] 

und    aus    diesem    durch    wiederholte    Anwendung    bei    fallenden 
Termen  und  Addition  der  Gleichungen  das  Summengesetz: 

<3)      [<]  =  p  - «]  +jj  [Vf  i  j  =  [„»]  +21  \  i ,] . 

n  —  a  +  1  1 
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Nach  dem  Differenzgesetz  ist  nun  jede  einer  Kolonne  vorauf- 
gehende Kolonne,  also  jede  arithmetische  Reihe  nächstniedriger 
Ordnung,  die  Reihe  der  Differenzen  der  Glieder  der  folgenden 
Reihe  oder  deren  Differenzreihe.  Von  der  Differenzreihe  läßt 
sich  wiederum  die  Differenzreihe  bilden,  die  zweite  Differenzreihe, 
oder  die  Differenzreihe  zweiter  Stufe  von  der  ersten  Reihe. 
So  kann  man  fortfahren,  Differenzreihen  immer  höherer  Stufen  zu 
bilden,  bis  man  bei  der  Reihe  O-ter  Ordnung  anlangt.  Eine 
arithmetische  Reihe  r-ter  Ordnung  hat  daher  r  Differenzreihen 
der  verschiedenen  Stufen.  Die  letzte  Differenzreihe  aller  Reihen, 
die  Reihe  O-ter  Ordnung,  besteht  nun  aus  lauter  gleichen  Gliedern, 
denn  es  ist  nach  dem  Bildungsgesetz 

•  •  =  [<}  ■ 

Durch  diese  Eigenschaften  ist  die  arithmetische  Reihe 
definiert:  Sie  ist  eine  Reihe  mit  einer  endlichen  Zahl  von 
Differenzreihen,  deren  letzte  aus  gleichen  Gliedern  besteht. 
Die  Anzahl  der  Differenzreihen  bestimmt  die  Ordnung  der  Reihe. 
—  Sie  ist  ferner  definiert  durch  die  erste  Zeile  der  Zahlen,  aus 
der  sie  nach  dem  Bildungsgesetz  hervorging.  Die  Zahlen  dieser 
endlichen  Reihe  nennen  wir  daher  die  Konstituenten  der  Reihen, 
welche  das  System  bilden.  Die  Reihe  r-ter  Ordnung  hat  r—  1 
Konstituenten. 

§  2.    Die  Formanten. 

Das  einfachste  System  arithmetischer  Reihen  entsteht  nun, 
wenn  der  erste  Konstituent  1  und  die  übrigen  0  sind.  Der  An- 
fang dieses  Systems  zeigt  folgendes  Bild: 
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Die  Glieder  dieses  Systems  nennen  wir,  weil  sie  sich  als  die  Form- 
elemente der  arithmetischen  und  anderer  Reihen  erweisen  werden, 
Formanten.  Sie  werden  nach  Analogie  der  Glieder  des  Systems  der 
arithmetischen  Reihen  mit  Hilfe  der  beiden  Indizes,  dem  der  Zeile 
und  dem  der  Kolonne,  d.  i.  eines  Terms  und  einer  Ordnungszahl, 
bezeichnet,  jedoch  unter  Weglassung  des  spezialisierenden  Buch- 
stabens v.    Es  bedeutet  daher  das  Zeichen   \™\  die  n-te  Formante 

L*  J 
r-ter   Ordnung  oder   das  n-\-\-te   Glied  der  r+l-ten   Kolonne 

des  Systems. 

Da  die  Reihen  der  Formanten  arithmetische  Reihen  sind, 
gelten  für  sie  zunächst  die  allgemeinen  Gesetze  dieser  Reihen.  Es 
ist  also 


(3)        ti = h:t 


Außerdem  gilt  aber  für  die  Formanten  noch  folgendes  be- 
sondere Gesetz: 

Da  die  Reihe  der  Konstituenten  als  unendliche  Reihe  be- 
trachtet werden  kann,  so  stellen  auch  alle  Zeilen  des  Systems 
unendliche  arithmetische  Reihen  dar,  deren  Bildungsgesetz  das- 
selbe wie  das  der  Kolonnen  ist.  Da  nun  ferner  die  zweite  Zeile 
gleich  der  ersten  Kolonne  ist,  indem  beide  aus  lauter  Einheiten 
bestehen,  so  ist  auch  die  r  -\-  1  - te  Zeile  der  r-ten  Kolonne  gleich. 
Das  System  ist  daher  symmetrisch  zu  der  Diagonale,  welche 
sich  bei  quadratischer  Anordnung  der  Zahlen  von  der  ersten  Zahl 
der  zweiten  Zeile  unter  einem  Winkel  von  45°  zu  den  Seiten  des 
Quadrats  nach  rechts  unten  erstreckt.  Daraus  aber  ergibt  sich 
die  allgemeine  Beziehung  der  Formanten: 

<*>  [?]-t±i] 

welche  wir  das  Reversionsgesetz  nennen.    Mit  seiner  Hilfe  läßt 
sich  das  Differenzgesetz  auch  schreiben: 

['ti-t+a-t] 

und  es  ist 

[r J  +  [n\  =  [    n    J  »      [     r     \  +  \n  —  1J  =  [r 

§  3.    Zweite  Art  der  Bildung  arithmetischer  Reihen. 

Ein  System  arithmetischer  Reihen  läßt  sich  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Konstituenten,  welche  wir  durch 

tß.    Ml,    UZ),    (u°),    ...,    (u°. 


bezeichnen  wollen,  auch  folgendermaßen  bilden. 

1* 
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Die  zweite  Zeile 


4)'  (wi)»  (*4)'  (*4)>  • 


^A  I w! * 


des  Systems,  das  wir  uns  wie  das  erste  angeordnet  denken,  werde 

nach   dem   Gesetz   (ur J  =   w?.       ■(wr_1J  aus   der   ersten   gebildet, 

aus  dieser  nach  analogem  Gesetz  eine  dritte  Zeile  usw.  ohne 
Grenze.  Das  erste  Glied  jeder  Zeile  bedarf  eines  besonderen 
Bildungsgesetzes,  das  durch 

4=(«J)=(«o)=K)  -•••=«' 

ausgesprochen  sei.  Die  Kolonnen  des  so  gebildeten  Systems  sind 
arithmetische  Reihen;  denn  das  allgemeine  Bildungsgesetz 
für  die  Glieder  der  Reihen  ist 

(1)      (<)  =  («"7')  +  «z!)     oder    („»  +  ')  =  «)  +  {«r- 
und  aus  ihm  geht  das  Differenzgesetz 

unmittelbar  hervor.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Gesetzes 
bei  fallenden  Termen  und  Addition  der  so  entstandenen  Glei- 
chungen entsteht  aber  das  Summen gesetz 

ix  —  1  n  —  1 

(3)       «)  =  («»  7  «)  +  v  («,  L  o  =  «)  +^  K 

«  —  r(  0 

Nach  dem  Differenzgesetz  hat  auch  hier  jede  Kolonne  des 
Systems  so  viele  Differenzreihen  als  ihrer  Ordnung  entspricht,  und 
die  letzte  besteht  aus  lauter  gleichen  Gliedern.  Also  ist  die  Kolonne 
eine  arithmetische  Reihe. 

Das  System  der  Reihen  ist  mit  dem  nach  der  ersten  Methode 
gebildeten  identisch,  wenn  die  Konstituenten  des  zweiten  Systems 
o\  /„.o\  /   0\  /0\  /   0 


(2)  zi<W«"t 


Wn     ,  «i     .  «o     ,  Wo     ,         .     .    .,         U 


folgenden  Gliedern  des  ersten  Systems  der  Reihe  nach  gleich  sind: 

[<]>    [^T1]»    [^T*  '     ^3i>  •  •  ••    y*°  • 

denn  es  sind  dann  auch  die  den  Gesetzen  der  Reihen  entsprechend 
gebildeten  Glieder  der  nächsten  Zeile  einander  gleich.  Dem  Bil- 
dungsgesetz des  zweiten  Systems  entspricht  das  Differenzgesetz 
des  ersten  Systems.  Die  Konstituenten  des  zweiten  bilden  eine 
Diagonale  von  rechts  oben  nach  links  unten  im  ersten  System. 
Es  ist  dann  allgemein 

un)  =  \vn  +  !  ~  r  |    und  entsprechend   (um  ~f  +  r)  =     vm 


rj  r  r  \  r         /         _    r 

Welches  der  beiden  Systeme  man  für  die  Darstellung  der 
Reihen  wählt,  hängt  von  den  besonderen  Zwecken  der  Unter- 
suchung ab. 


Die  Zahlenreihen. 


§  4.   Die  Formanten  nach  dem  zweiten  Bildungsgesetz. 

So  wie  die  arithmetischen  Reihen  können  auch  die  Formanten 
als  ein  Spezialfall  derselben  auf  eine  zweite  Art  gebildet  werden. 
Gehen  wir  aus  von  einem  begrenzten  System  von  Formanten, 
d.  h.  einem  solchen,  das  nur  die  Reihen  bis  zur  s-ten  Ordnung 
umfaßt.     Machen  wir  ihre  erste  vollständige  Diagonalreihe 


o   ' 


—  1 
l 


s  —  S 
3 


zur  Reihe  der  Konstituenten  und  bilden  wir  mit  ihrer  Hilfe  ein 
System  nach  der  zweiten  Art,  so  erhalten  wir  dieselben  Kolonnen 
von  Formanten  wie  im  ersten  System ,  nur  fehlen  die  ersten 
s  —  r  Glieder  in  jeder  Kolonne. 

Ein  vollständiges  System  aller  Formanten  erhalten  wir,  wenn 
wir  in  dem  allgemeinen  System  der  arithmetischen  Reihen  nach 
dem  zweiten  Bildungsgesetz,  das  erste  Glied  der  Reihe  der  Kon- 
stituenten, (uq)  =  1  und  alle  übrigen  Konstituenten  gleich  0  setzen. 

Es  entsteht  dann  ein  System  von  Reihen,  dessen  Anfang  folgendes 
Bild  darbietet: 
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Wir  bezeichnen  die  Glieder  dieses  Systems  analog  denen  des 
ersten  mit  Hilfe  der  beiden  Indizes,   dem  der  Zeile  und  dem  der 

Kolonne,  durch  (") ,  indem  in  dem  allgemeinen  Zeichen  der  arith- 

metischenReihe  der  spezialisierende  Buchstabe  u  weggelassen  wird. 

Aus   dem   Bildungsgesetz    ergeben    sich   unmittelbar   folgende 
beiden  Beziehungen: 
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n— 1 

(2)  (r)=^(r-l)     (Summengesetz). 


Das  zweite  Gesetz  zeigt,  daß  jede  folgende  Kolonne  aus  der 
vorhergehenden  in  ähnlicher  Weise  gebildet  werden  kann,  wie 
nach  dem  ersten  Bildungsgesetz  jede  Zeile  aus  der  vorhergehenden; 
nur  ist  zugleich  jede  Kolonne  gegen  die  vorhergehende  um  ein 
Glied  verschoben.  Da  nun  die  erste  Kolonne  aus  lauter  Einheiten 
besteht,  wie  die  zweite  Zeile  des  ersten  Systems  der  Formanten, 
so  ergibt  sich,  daß  alle  nach  dem  zweiten  Gesetz  gebildeten  For- 
manten, die  von  der  ersten  Kolonne  und  der  ebenfalls  aus  Ein- 
heiten bestehenden  Diagonale  eingeschlossen  werden,  einschließlich 
dieser  beiden  Reihen  selbst,  mit  den  Formanten  des  ersten  Systems 
identisch  sein  müssen.  Das  zweite  System  unterscheidet  sich  von 
dem  ersten  also  nur  dadurch,  daß  es  auch  alle  Formanten, 
deren  Ordnungszahl  v  größer  als  ihr  Term  n  ist,  definiert  und 
zwar  gleich  0  bestimmt.  Das  erste  System  ist  also  dem  zweiten 
subsumiert. 

Hieraus  ergibt  sich  zwischen  den  übereinstimmenden  For- 
manten beider  Systeme  folgende  Beziehung: 

(3)        ;:  ==(»+:- ^    und    w==rm- J+1 , 


r  \r 


mit  Hilfe  deren  das  Reversionsgesetz    "   ==  L_J  (§  2,  4)  über- 
geführt wird  in 

^  (m\        (    m 


))!■ 


Um,  wo  es  nötig  ist,  die  nach  den  beiden  verschiedenen  Ge- 
setzen gebildeten  Formanten  auch  durch  den  Namen  zu  unter- 
scheiden, wollen  wir  die  Formanten  erster  Definition  mit  eckiger 
Klammer  5-Formanten,  die  der  zweiten  Definition  A  -For- 
manten nennen.  Ebenso  sollen  auch  die  Konstituenten  der  nach 
der  ersten  Art  gebildeten  arithmetischen  Reihen  ^-Konstituenten, 
die  der  nach  der  zweiten  Art  gebildeten  arithmetischen  Reihen 
.4-Konstituenten  heißen. 

§  5.    Die  Erweiterung  des  Forma ntenbegriff es. 

Den  beiden  bisherigen  Definitionen  der  Formanten  entsprechend 
lassen  sich  nun  mit  Hilfe  von  Fakultäten  zwei  neue  Definitionen 
der  Formanten  geben,  welche  außer  den  bisher  bekannten  For- 
manten auch  solche  für  negative  Terme  und  Ordnungszahlen 
definieren,  also  eine  Erweiterung  des  Formantenbegriffes  darstellen. 

Um  zu  zeigen,  daß  die  neu  definierten  die  bisher  definierten 
Formanten  umfassen,  sollen  die  neuen  Definitionen  zunächst  nur  für 
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positive  Terme  und  Ordnungszahlen  gegeben  werden.    Für  solche 
lassen   sie  sich  durch  folgende  Gleichungen  aussprechen: 

(n  +  r  —  1\  _  (n  +  r— 1)  ! 


'       '  |rj  "      V        r  (n—  1)!  r! 

f,al  («i\  =  [m  —  r+h]_ rnl  __ 

v       '  W        L         r         .1        (m  —  r)l  r\  ' 

Da  die  Fakultäten  nur  für  positive  Zahlen  Sinn  haben,  haben 
es  auch  diese  Quotienten  aus  Fakultäten.  Daß  nun  diese  Glei- 
chungen für  positive  Werte  von  n,  m  und  r  richtig  sind,  ergibt 
sich  folgendermaßen:  Wenn  wir  die  Quotienten  in  zweifach  aus- 
gedehnte Zahlensysteme  entwickeln  und  sie  ebenso  wie  die  ent- 
sprechenden Formanten  ordnen,   so   haben  erstens   die  Systeme 

rS  und    ,n_  ,    die  erste  Zeile  (w=  1),  die  aus  lauter  Einheiten 

besteht,  gemein,  und  ebenso  die  Systeme  (m)   und  - —  die 

°  J  V  f  I  (m  —  r)\r\ 

erste  Kolonne  (r=l),  die  aus  den  Zahlen  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe besteht.     Zweitens  ist 

(n  +  r)!  (»_|-r—  1)! 


(n~\-r  — 

-1)! 

n !  (n  — 

1)! 

■m ! 

n !  r  !  (n  —  1) !  r ! 
sowie 

(m  -f-  1 ) !  m\ 

(m  —  r-\-\)\  r\  (m  —  r\)  r\         (m  —  r-\-  1) !  (r  —  1)! 

d.  h.  die  beiden  Quotienten   gehorchen  demselben  Differenzgesetz 

wie  I "    und  \™\  .     Wenn    aber    zwei    Systeme    die    Konstituenten 

gemein    haben    und   demselben   Bildungsgesetz    unterworfen    sind, 
sind  sie  notwendig  identisch. 

Um  nun  die  neuen  Definitionen  auch  für  Terme,  die  gleich 
0  oder  negativ  sind,  anwenden  zu  können,  schreiben  wir 

(2b)  f^=k 

v       '  (n —  1)  !  r! 

und 

(2a) 


n(n-\-  l)(»-f-2)  .  .  . 

(rc-hr-1) 

1.2      .      3       .  .  . 

r 

m  (m —  1)  (m  —  2)  .  . 

.  (m  —  r  -f-  1) 

1.2      .       3 

r 

(m  —  r) !  r  ! 

woraus    sich,    wenn    wir    die    bisherigen    Bezeichnungen   der  For- 
manten auch  für  den  erweiterten  Begriff  beibehalten 

(3b)  [J]=0 

und 

(3a)  (°)=Q 


r  /  n 


für  beliebige  positive  Werte  von  r,  und  ferner 
(4b)  [~r»]L  (_!)'[»-;+ *]  =  (-!) 

(4a)  (--)  1  (_  lf  (-+;-1)  =  (_  lf  [* 
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ergibt,  welche  Gleichungen  wir,  da  aus  ihnen  selber  =  ( —  1) 

und  (~   ]  =  ( —  1)'    hervorgeht,  auch 

und 


(5a) 

schreiben  können. 

Um  endlich  auch  für  r  =  0  und  negative  Ordnungszahlen 
Formanten  zu  erhalten,  nehmen  wir  mit  den  definierenden  Quo- 
tienten folgende  Umformungen  vor: 

(C  h\  ("    '   r~1)!  =  (r  +  1)(r  +  2).  •  •  (r  +  w— 1)  =  [>  +  1' 

*       '  (n— l)!r!  1.2       ...      (»—  1)         "L»— 1 

,  m!  _  (r-fl)  (r  +  2)  •  •  •      **>  _(     m 

(       '  (m-r)lrl  1       .      2        .  .  .  (m  —  r)         \m  —  r 

Aus  diesen  Definitionen  ergibt  sich  zunächst 

und 

(7a)  0  =  1 

für  alle  Werte  von  ?i  und  m  außer  n  =  0  und  m  =  0 ,  für  welche 
Werte  der  Ausdruck  unbestimmt  bleibt. 

Ferner  ergibt  sich  für  negative  Ordnungszahlen 

(»»)     ^-rj  —  [n-l]—  \       l>  1.2      ...    (n—1)        V»-V\»-l 

/o„\    (  m\s=(    m    \=  Mm—l)  (m  —  2) . ..(— r-j-1)  _  r_(TO  +  r)l  ["  —  ml 
iöa;     \_r>|        Vro  +  rJ         1.2.3       ...(m-fr)   "      .    »»+r    J  1_™  +  >j 

woraus  zunächst 
und 


(9b)  LVl=o 


(9a)  l-lj=° 

folgt  für  alle  Werte  von  n  und  m,   außer  für  n=l   und  m=l, 

so   daß   |_j     und  (~i)  unbestimmt  bleiben. 


(10b) 


Sind  sowohl  Terme  als  Ordnungszahl  negativ,  so  ist 

-l\fr—V 


1/  \n-\-  r 
—  m 


\m  —  r1.  [      wi 
(10a)  ^_rJ.=  [r-mJ[r_m 

Mit  Hilfe  dieser  Formen  können  wir  nunmehr  ein  vollstän- 
diges Bild  der  Formanten  für  alle  positiven  und  negativen  Werte 
beider  Variablen  geben. 


Die  Zahlenreihen. 


IT; 

M 

M 

tr2} 

l-'j 

ra  t 

!]  E 

H 

Kl 

ra 

T61 
M 

i\ 

—  1 

0 

0 

0 

0 

0 

1        6 

21 

56 

126 

252 

: 

5 

1 

0 

0 

0 

0 

1        5 

15 

35 

70 

126 

! 

-10 

-4 

-1 

0 

0 

0 

L        4 

10 

20 

35 

56 

2J 

10 

6 

3 

1 

0 

0 

1       3 

6 

10 

15 

21 

r] 

—  5 

-4 

-3 

-2 

- 1 

0 

1       2 

3 

4 

5 

6 

0 1 

1 

1 

1 

1 

1 

(i) 

L        1 

1 

1 

1 

1 

-M 

0 

0 

0 

0 

0 

0   ( 

L)      0 

0 

0 

0 

0 

-J 

0 

0 

0 

0 

0 

0+] 

—  1 

0 

0 

0 

0 

-J 

0 

0 

0 

0 

0 

0  +1 

-2 

f-1 

0 

0 

0 

"4 

0 

0 

0 

0 

0 

0+1 

-3 

+  3    ■ 

- 1 

0 

0 

-J 

0 

0 

0 

0 

0 

0+1 

—  4 

+  6    • 

-4 

+1 

0 

ffl 

{-r) 

\  »•  / 

ffl 

(-/) 

r/) 

(?) 

[r 

)GD 

© 

\r) 

(r5) 

J) 

-252 

-126 

-56 

-21 

-6 

—1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

::) 

126 

70 

35 

15 

5 

0 

0 

0 

0 

1 

5 

30 

—  56 

-35 

-20 

—  10 

-4 

—  1 

0 

0 

0 

1 

4 

10 

S) 

21 

15 

10 

6 

3 

0 

0 

1 

3 

6 

10 

;-) 

—  6 

-5 

—  4 

-3 

-2 

—1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

;») 

1 

1 

1 

1 

1 

(1) 

1 

1 

1 

1 

1 

;*'.) 

0 

0 

0 

0 

0 

(+1) 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

:-.) 

0 

0 

0 

0 

+  1 

—1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

'A) 

0 

0 

0 

+  1 

_2 

+1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

'A) 

0 

0 

+1 

-3 

+  3 

—1 

0 

0 

0 

0 

0 

0  • 

:a) 

0 

+  1 

-4 

+  6 

—  4 

+1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

(-•.) 

+  1 

—  5 

+  10 

-10 

-f  5 

—1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

10  Die  Zahlenreihen. 

Aus  diesen  Systemen  ergibt  sich,  daß  die  unbestimmten  For- 
manten | q|  ,  f qJ  ,  [__!  i  (Zi)  zweideutig  sind,  nämlich  den 
Wert  0  oder  1  haben  können,  je  nachdem  sie  eine  Differenz  der 
Glieder  der  vorhergehenden  oder  einen  Konstituenten  der  folgen- 
den Reihe  darstellen.  Die  Erweiterung  des  Systems  für  negative 
Ordnungszahlen  ist  nur  um  den  Preis  dieser  Zweideutigkeit  möglich. 

§  6.   Formanten  mit  gebrochenen  Termen. 

Die  Definition   der  Formanten   durch  '  * 

?•! 

und  m^rr>^  1-1  schließt  nicht  aus,  daß  m  eine  gebrochene 

r ! 

Zahl  sei.  Die  für  Formanten  geltenden  Gesetze  bleiben  auch  bei  dieser 
Erweiterung  des  Begriffes  bestehen.  Die  Formanten  hören  dann  frei- 
lich auf,  immer  ganze  Zahlen  zu  bedeuten:  Sie  sind  nur  ganzzahlig 
für  ganzzahlige  Terme.  Setzen  wir  m  =  n:p  und  betrachten  wir 
hierin  den  Nenner  als  konstant,  während  n  die  natürliche  Zahlen- 
reihe durchläuft,  so  stellt  \n].v\  bzw.  ll'rVj  eine  Reihe  dar,  deren 
Glieder  die  ganzzahligen  Formanten  sind  überall  wo  n  ein  Viel- 
faches von  p  ist.  Zwischen  je  zwei  benachbarten  ganzzahligen 
Gliedern  erscheinen  p — 1  gebrochene  Glieder  interpoliert.  Die 
Anzahl  der  Glieder  der  Reihe  hat  sich  also  ver-p- facht.  Man 
kann  sie  darstellen  durch 

Vn :  p]  _  n{n  +  p){n  +  2p)  .  .   .  (n  +  [r— ljp) 
i  r   ]~  ,        pr  .  r ! 

n : p\  __  »  (n  —  p)(n  —  2p)  .  .  .  (»  —  [r—  1]  p) 

r    )  pr  -r\ 

Die  A -Formanten  sind  negativ,  wenn  r  eine  gerade  Zahl  und 
n  <  p  also  n  :  p  ein  echter  Bruch  ist. 

Läßt  man  p  wachsen,  so  ist 

limp[^]-I.      Ump(>;')  =  (-\).i. 

§  7.    Produktengleichungen  der  Formanten. 

Der  Quotient  aXhlc"j^7k\  5wo«  +  &  +  c  +  ^+---+Ä;==^ 
und  s  die  Anzahl  der  Faktoren  des  Nenners  oder  der  Summanden 
von  n  ist,  läßt  sich  immer  als  ein  Produkt  von  s  —  1  Formanten 
darstellen.  Denn  zerlegen  wir  n\  in  s  Gruppen  aufeinanderfolgen- 
der Zahlen  (Sequenzen)  so,  daß  die  Anzahl  der  Glieder  der  Se- 
quenzen a,  b,  c,  d,  .  .  . ,  k  ist  und  ordnen  wir  jeder  Sequenz  der 
entsprechenden  Fakultät  des  Nenners  zu,  so  entstehen  s  Formanten, 
von  denen  jedoch  immer  die  erste  gleich  1  ist,  also  aus  dem 
Produkt    ausfällt.   —  Die   Zerlegung    wird    verschieden    ausfallen, 
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je  nach  der  Anordnung  der  s  Fakultäten  des  Nenners.  Da  diese 
sich  auf  s!  verschiedene  Arten  anordnen  (permutieren)  lassen,  so 
entstehen  5!  verschiedene  Produkte  von  Formanten,  die  aber  alle 

fs  '\ 

dem  Werte  nach  gleich  sind  und  daher  zu  (  2'j  Gleichungen  solcher 

Produkte  Anlaß  geben,  die  jedoch  nicht  alle  von  gleicher  Bedeutung 
sind.  —  Eins  der  Formantenprodukte  ist  in  A-  Formanten 

/,„\  nl  -(a  +  t>\(a  +  b  +  c\(a+b  +  c+d\  (n\ 

Uaj      albleldl...  kl  —  \    b     ){        c        ){  d  )•■•    [kj- 

oder  in  B- Formanten: 

})  nl  _r«+1l  r«  +  6  +  l]  [a+6+c+ll         [»-4+1 

(lb'     albleldl  ..  .  jt!  b     J  L         0  d  }'■•[        k 

Beschränken  wir  uns  auf  drei  Fakultäten  im  Nenner,    so  ist 

t  r-j — j  in  folgende  sechs  untereinander  gleiche  Formantenprodukte 

beiderlei  Art  zerlegbar 

a  -j-  b\  fn\ fa-\-c\  (ri\ (a  -(-  b\  (n\ (b  -f-  c\  In 

c     ){b)-{     a    )[c): 

a-^c\  (n\ (b-\-c\  (n 

a    ){b)  —  {     b    ){a 

°tVn-^l}  =  lati}[n-l+1MV}ln-t+, 

=  [6  +  1]  [n  —  a  +  11  =  Vc  -f  11  [n  —  b  -f  11  =  Tc  +  11  [n  —  a  +  1 

Eliminieren  wir  aus  einer  dieser  Gleichungen  mit  Hilfe  von 
a  -j-  b  -f-  c  =  n  eine  der  Variablen,  so  erhalten  wir  eine  vom  Wert 
der  übrigen  Variablen  unabhängige  allgemeine  Beziehung.  So  er- 
gibt sich  aus 


("7  *)(?)-("  ?')(:)  °der  ("  7 6)  {,,-,)- 

/»  —  o\  / 

woraus,  wenn  wir  n  —  b  =  r  setzen, 

(2a>          (•)(;) =(:)(; =r)-(:)(;z:; 

) 

hervorg 

Ebenso  folgt'aus      [•  +  •][— »+']_  [«  + 

'] 

Yn  —  a  -)-  1 

Tn  —  o  — 6+1]  r»  — 6  +  1]         [»  —  a—  6+1] 

|~n  —  a-\-  11 

und,  wenn  wir  w  —  a  —  6  -(-  1  =  m  setzen, 

(2b)  ::\mta]  =  \i:]\mib 


Setzen  wir  a  =  1 ,  so  erhalten  wir 
(3a)  r(")=K("=! 

(3  b)  m  »+1]    =(m  +  6)[f] 
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Setzen  wir  in  (2a)  a  =  r — 1,  so  ergibt  sich 
(4a)  r  ?)  =  (n  —  r  +  l)(rült 

Wird  in  (2b)  a=l,  b  =  r — 1  gesetzt,  so  erhält  man 

(4b)    m[7±1l]==(»+r—l) [,,*-,    oderm[;]  =  (r+m-l)[mLi]. 

§  8.   Größe  der  Formanten. 

Die    Reihe    der   Formanten    ist    für    positive    Terme    eine 
steigende  Reihe,  also  ist    ("+1)  >  (")  ,    ["  +  1]  >  H  .     Nicht    so 


r      /  v  /  '     \      r     J  LrJ 

einfach  ist  das  arithmetische  Verhältnis  von  Formanten  verschie- 
dener Ordnung.     Ist  q  •<  p,  so  ist 

fn\        (n\ (n\  f{n  —  q)...{n  —  p  -j- 1)  


p/      w/      \qj  \(?+i)  •  •  •        p 


ß]-B]-e 


J) . . .  (»+p  —  1) J 


LffJ\(g+i)...        p 
Diese  Differenzen  der  Formanten  sind  nun  positiv,  wenn 
(n  —  q)  .  .  .  {n  —  p-j-  l)>(g-j-l)  .  .  .  p 
bzw.  (^  +  (?)  •  •  •  (w  H~  P  —  l)^>(9f_l_l)  •  •  •  P  • 

Da  diese  Produkte  von  gleicher  Faktorenzahl  sind,  so  ist  das- 
jenige das  größte,  dessen  größtes  Glied  größer  oder  dessen  kleinstes 
Glied  kleiner  als  das  größte  bzw.  kleinste  Glied  des  anderen  Pro- 
duktes ist.     Es  muß  daher 

n  —  q  >>  p  oder  n  >  p  -\-  q 

bzw.  n~\~Q^>Q~\~  1    oder  n  ^>  1     sein. 

Jeder  yl-Formant  höherer  Ordnung  ist  also  größer  als  ein 
.4-Formant  niederer  Ordnung  und  gleichen  Termes,  sobald  der 
Term  größer  ist  als  die  Summe  der  Ordnungszahlen.  Ein  5-Formant 
höherer  Ordnung  ist  dagegen  schon  größer  als  ein  5-Formant 
niederer  Ordnung  gleichen  Terms,  sobald  der  Term  größer  als  1 
ist.  Die  Differenz  solcher  Formanten  verschiedener  Ordnung  wächst 
mit  wachsendem  Term  über  jede  angebbare  Grenze  hinaus.  Durch 
Wahl    eines    hinreichend  hohen  Wertes  von  n    kann  also,    wenn 

p^>q,  [)  sowie  rj   größer  gemacht  werden    als   irgend   ein  Viel- 


faches von  (    J  bzw.  oder  als   die  Summe  irgend  welcher  For- 

manten niedrigerer  Ordnung. 

Für  unendlich  hohe  positive  oder  negative  Terme  sind  hier- 
nach die  Formanten  unendlich. 

Was  aber  für  Formanten  mit  positivem  Term  gilt,  gilt  auch 
für  die  absoluten  Beträge  von  Formanten  mit  negativem 
Term,  denn  es  ist 


-"-■?     und     T 
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§  9.   Darstellung  der  Reihen,  ihrer  Differenzen  und  Summen 
mittels  Formanten. 

Es  seien  die  Konstituenten  eines  Systems  arithmetischer 
Reihen  und  zwar  zunächst  dessen  B -Konstituenten  gegeben.  Wir 
wollen  zur  sie  Abkürzung  folgendermaßen  bezeichnen: 

R].  [4  [4  [4  ■•••[«'-.]■  [«v-0-  Kl 

durch     a,         b,  c,         d,  g,  h,  k 

Bilden  wir  aus  ihnen  nach  dem  Bildungsgesetz  (§  1)  das  Reihen- 
system, so  ergibt  sich  auf  einfache  Weise,  daß  die  Glieder  der 
Reihe  r-ter  Ordnung  sind: 


[<H«CT+»[ri,]+.[ri,]+...+»ia+»[?i+*[: 

k3] =« [r3]  +h[rLl]  +  c[rL,]+-..  +o\l]  +* [?]  +* ;: 


L'  J 


Das  allgemeine  Glied  (1)  oder  die  Form  der  Reihe  stellt  sich 
also  dar  als  eine  Summe  von  Formanten,  deren  Koeffizienten  die 
Konstituenten  der  Reihe  sind.  Wir  nennen  einen  in  dieser  Weise 
aus  Formanten  gebildeten  Ausdruck  ein  Polyform1).  Es  dient  zu- 
gleich als  Form  der  Reihe,  d.  h.  als  allgemeiner  Ausdruck  durch 
dessen  Spezialisierung,  indem  für  n  die  Zahlen  der  natürlichen 
Zahlenreihe  gesetzt  werden,  die  Glieder  der  Reihe  entstehen. 

Nach  dem  Differenzgesetz  der  Formanten  können  wir  aus 
dieser  Form  in  einfacher  Weise  die  der  Differenzreihen  der  Reihe 
bilden.     Es  ist  nämlich 

j[«f]-«["+!l+»[^i]+c[rti]+...+»["t,]+*[V 
j2  [«?]  ■=«  [:±i] +*  ["+a + c  [-+2] +...+.[-+2] 


zr_"[<]=»["+J~T+»['+n-     +i 

zf-'k"  =4"+;—  '1+6^4 


—  2 


ÄV 


»1  —n  \n  +  r 


~ul     0 


In   analoger   Weise    läßt    sich   nun  nach   dem   Bildungsgesetz 
(§  3)  aus  folgenden  A -Konstituenten 

t&,  U?),  («»).  ....  UrlX  K»,),  «), 


x)  Zum  Unterschied  vom  Polynom,  das  in  gleicher  Weise  aus  Potenzen  der 
Variablen  gebildet  ist. 
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die  wir  zur  Abkürzung  mit 

a,     b,     c,     .   .  . ,     g,     h,     k 
bezeichnen  wollen,  ein  Reihensystem  bilden,  in  welchen  die  ersten 
n  Glieder  der  Reihe  höchster  Ordnung  folgende  sind: 

*(!)  +  *(J) 


W> 


.0-  »©-+'*© +*fl 

-2\  cfr-2\ 


r  y  "  v— 2/  '  " '  '  y  V  »*  /  '     V  i  /  '     V  °  J 

r—l\  i   x  /r — 1\    i    „  (r—\\    i  i    „fr—l\    i    t  /r— 1\    i    j.fr—1 


:l)+-+Kr72)+A(rT2)+*(rö2: 


Aus  der  Form  der  Reihe  (2)  ergeben  sich  sehr  einfach  die 
Formen  der  Differenzreihen : 

J«)=«(^l)+»(r-2)  +  «'C-3)+---  +  Hl)+Ä(o) 

ZJ2«)=«(^2)+6C-3)  +  c(r-4)+-  •  •+»(;) 

zlr«)=«(S)- 

Mit  dieser  Darstellung  der  arithmetischen  Reihen  als  Polyforme 
sind  sie  definiert  für  alle  Terme  und  Ordnungszahlen,  für  welche 
es  die  sie  bildenden  Formanten  sind.  Die  durch  Addition  aus 
den  Konstituenten  gebildeten  Reihen  waren  nur  einseitig,  nämlich 
nach  der  positiven  Seite  unendlich.  Das  Polyform  dagegen,  als 
Form  der  Reihe,  erlaubt  auch  die  Reihe  für  negative  Terme 
zu  berechnen  und  macht  sie  zweiseitig  unendlich. 

Die  Summengesetze  der  arithmetischen  Reihen  nehmen 
nunmehr  folgende  einfache  Gestalt  an: 

(3)     S>[3+»[,li] +•&!.] +••.+*  ß]+^ 

=ä[:+rj+6[B7lj+nrr=:]+---+A["71  +-*  v 

=«G+i)+6C)+e(r-i)+---+*(S)+*(?)- 

Die  Integralreihe  einer  Reihe  nennen  wir  eine  Reihe,  welche 
die  Eigenschaft  hat,  die  gegebene  zur  Differenzreihe  zu  haben. 
Bezeichnen  wir  sie  durch  ein  der  Form  vorgesetztes  einfaches 
Summenzeichen,  so  ist 
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w  i:n^+i[r-1]+c[ri2]+...+^]+h) 

— [;+!]+»["7I]+»['r=i]+---+*["71]+*["rr  ■  o. 
(«)  2W")+6(r-i)+e(r-*)+---+*©+*) 

=  «(4l)+6(")  +  <!(r-l)+---+Ä®+*0+C- 
wo  C  eine  willkürlich  zu  wählende  Konstante  bedeutet. 

§  10.    Zusammengesetzte  arithmetische  Reihen. 

Unter  einer  zusammengesetzten  Reihe  verstehen  wir  eine 
solche,  deren  Glieder  durch  arithmetische  Operationen  aus  den 
Gliedern  gegebener  Reihen  gebildet  sind.  Damit  die  zusammen- 
gesetzte Reihe  vollkommen  bestimmt  sei,  genügt  nicht  die  Angabe 
der  auszuführenden  Operation,  sondern  es  muß  auch  angegeben 
werden,  welche  Glieder  der  Reihen  zu  verknüpfen  sind.    Sind  zwei 

Reihen   (v1^)  und  fwjj  durch  ihre  Form  gegeben,    so   müssen  die 

Terme  m  und  n  der  Glieder,  mit  denen  die  vorgeschriebene  Ope- 
ration auszuführen  ist,  einander  zugeordnet  werden.  Dieses  ge- 
schieht in  der  Regel  durch  Aufstellung  einer  gegenseitig  eindeutigen 
Beziehung  zwischen  m  und  n.  Die  einfachste  dieser  Beziehungen 
ist  ra  =  ?i.  Diese  wollen  wir  den  folgenden  Betrachtungen  zu- 
grunde legen,  d.  h.  wir  beschäftigen  uns  nur  mit  Reihen,  deren 
Terme  gleich  sind.  Wir  können  dann  die  für  die  einander  zu- 
geordneten Glieder  der  Reihen  vorgeschriebenen  Operationen  aus- 
führen, indem  wir  sie  an  den  Formen  der  Reihe  vollziehen.  Die 
Form  einer  Reihe,  die  durch  Addition  aus  den  Gliedern  zweier 
Reihen  gebildet  werden  soll,  ist  dann  die  Summe  der  Formen  der 
beiden  Reihen.  Ebenso  ist  die  Form  einer  Reihe,  deren  Glieder 
durch  Multiplikation  aus  den  Gliedern  zweier  gegebenen  Reihen 
gebildet  werden  sollen,  das  Produkt  der  Formen  der  Reihen.  Wir 
nennen  die  zusammengesetzte  Reihe  daher  einfach  die  Summe 
oder  das  Produkt  der  Reihen. 

Es  ist  dann  ohne  weiteres  einleuchtend,  daß  die  Summe  von 
arithmetischen  Reihen  eine  arithmetische  Reihe  ist,  deren  Ordnung 
durch  die  ihres  Summanden  höchster  Ordnung  bestimmt  wird. 

Das  Produkt  arithmetischer  Reihen  ist  ebenfalls  eine  arith- 
metische Reihe,  deren  Ordnung  gleich  der  Summe  der  Ordnungen 
sämtlicher  Faktoren   ist.     Denn  gehen   wir  aus  von  zwei  Reihen 

vZ\  und  (uu),  so  ist  die  erste  Differenzreihe  des  Produktes 


A 


n\  „.n\    ..     n     \     \     f..    n     \  i..n\    i     /„.    n     \    ..     n 


K  K  =  K  K-i  +K-i  K  +  K-i  «. 


In  jedem  Posten  der  Form  der  Differenzreihe  ist  also  die 
Summe  der  Ordnungszahlen  der  beiden  Faktoren  um  mindestens 
eine  Einheit  kleiner  als  in  der  gegebenen  Reihe  und  die  größte 
dieser  Summen  a  4-  b — 1.     Bei   der  Form  der  zweiten  Differenz- 
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reihe  nimmt  abermals  diese  Summe  in  jedem  Posten  um  mindestens 
eine  Einheit  ab  und  die  höchste  der  Summen  ist  a  -f-  b  —  2.  Fährt 
man  fort  mit  der  Bildung  der  Differenzreihen,  so  ist  nach  a-{-b 
Iterationen  die  höchste  Summe  der  Ordnungszahlen  eines  Postens  0, 
also    die    a-\-b-te   Differenzreihe    eine    arithmetische  Reihe   0-ter 

Ordnung,    und    daher    die   Reihe  (^jf^j   eine    solche  a-~b-ter 

Ordnung.  Das  Produkt  zweier  Reihen  a-ter  und  &-ter  Ordnung 
ist  also  eine  Reihe  a-^ö-ter  Ordnung.  Dieser  Satz  läßt  sich 
leicht  auf  Produkte  von  drei  und  mehr  Reihen  ausdehnen. 

Sind  die   einzelnen  Reihen,   aus   denen  das  Produkt  gebildet 

wird,  sämtlich  von  erster  Ordnung,   also  von  der  Form  a(T)-{-b, 

so  ist  die  Anzahl  der  Faktoren  zugleich  die  Ordnungszahl  der  Reihe. 
Insbesondere  stellt  eine  Potenz  xn ,  sowie  ein  Potenzpolynom 
von  der  Form 

ax11  ^-bx"-1  -\-  cxn~2  -^  .  .  .  -\-hx-\-k 

eine  arithmetische  Reihe  n-ter  Ordnung  dar,  mit  deren  Ver- 
wandlung in  ein  Polyform  wir  uns  später  zu  beschäftigen 
haben   werden. 

§  11.   Die  arithmetischen  Reihen  definiert  durch  eine  endliche 
Anzahl  ihrer  Glieder. 

Eine  arithmetische  Reihe  r-ter  Ordnung  ist  durch  r-\-l  ihrer 
Glieder  bestimmt.     Denn  sind  die  Glieder 

%,        Vl>        V2>       V3 >      '  •   '  »      % 

gegeben,  so  können  wir  aus  ihnen  r  erste  Differenzen,  r  —  1  zweite 
Differenzen,  r  —  2  dritte  Differenzen  usw.  und  endlich  eine  r-te 
Differenz  berechnen.  Die  Gesamtheit  aller  dieser  Zahlen  ein- 
schließlich den  gegebenen  Gliedern  der  Hauptreihe  lassen  sich  als 

ein  Dreieck  von  lr~^    J  Zahlen  ordnen,  dessen  Seiten  aus  je  r-j-1 

Zahlen  bestehen.  Es  ist  also  in  diesem  Sinne  gleichseitig;  doch 
kann  man  die  Zahlen  natürlich  auch  als  rechtwinkliges  Dreieck 
anordnen.  Wir  nennen  die  in  ein  solches  Dreieck  geordneten 
Zahlen  ein  Zahlendreieck  der  Reihe  bzw.  des  durch  sie  be- 
stimmten Reihensystems.  Da  man  aus  der  unendlichen  Reihe  an 
unendlich  vielen  Stellen  r  -\-  1  aufeinanderfolgende  Glieder  heraus- 
greifen kann,  hat  jede  Reihe  unendlich  viele  Zahlendreiecke. 

Die  Glieder  der  Differenzreihen  des  Zahlendreiecks  lassen  sich 
aus  den  gegebenen  Gliedern  der  Hauptreihe  folgendermaßen  be- 
rechnen. Um  das  k-te  Glied  einer  Differenzreihe  zu  finden,  gehen 
wir  aus  vom  Gliede  vk  der  Hauptreihe,  dem  wir  das  Vorzeichen 
belassen,  während  wir  das  des  folgenden  und  darauf  jedes  zweiten 
Gliedes  umkehren.     Aus  der  so  enstandenen  Reihe 

vk?      —  Vjc+i>      ^  +  2>      —  *>*+*>      H ••...»       (r-ifcK 
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entstehen  dann  die  Glieder  der  Differenzreihen  in  der  Art,  wie 
die  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  aus  einer  Reihe  von 
A  -  Konstituenten.  Es  ist  also  das  k-te  Glied  der  m-ten  Diffe- 
renzreihe 

d»)  zf\=»*©-«*+1  {?)  +  *+.(?)-+  •  •  -H-aHC) 

oder,  in  B -Formanten  ausgedrückt, 

(ib>  j"vt=^[mii}-v,1+1\y]+vk+^-i)-+..: 

Die  Seiten  des  Zahlendreiecks  werden  nun,  außer  von  der 
gegebenen  Basis  v0,  vx,   .  .  .,  vr,  gebildet  von  den  je  r-\-  1  Gliedern 

v0,  Pv0,         A2v0,         J3v0,       .   .   .,     zlrv0 

und  vr,         d1vr_1,     A2vr_2,    A3vr_3,  .  .  .,     Arv0. 

Diese  beiden  Seiten  des  Zahlendreiecks  stellen  nun  Konstituenten 
eines  Systems  bestehend  aus  der  gegebenen  Reihe  samt  ihren 
Differenzreihen  dar,  das  wir  das  Zahlenband  oder  Reihenband 
nennen  wollen,  und  zwar  sind  die  Zahlen  der  ersten  Dreieckseite 
A  -  Konstituenten,  die  der  zweiten  B -Konstituenten  des 
Systems.  Die  Reihe,  von  der  r  — [—  1  Glieder  gegeben  waren,  läßt 
sich  daher  mit  Hilfe  dieser  in  doppelter  Weise  darstellen,  nämlich 

<*»  «) = .,  (?)  +zf '»« (;')  +a\  (;) + •  ■  •  +A\  (") 

(2b>  [<]-.,  [;]  +AlvT_1  [r]  +/\\. , [;]  + . . .  +j\  [»] , 

woraus  durch  Negation  des  Termes  oder  Inversion  der  Reihe 
entstehen 

(3a)    („-»)  =  v0  [»]  -  J'..  [»]  +/|%0  [J]  _  +  ...  +  ["/]  ^,. 

ob»  [„-»]  _^(»)  -^-.(i)  +  j*«v-(;) -+•••+ (-')A\ 

Da  jede  Reihe  unendlich  viele  Zahlendreiecke  hat,  hat  sie  auch 
unendlich  viele  Formen  von  beiderlei  Art. 

Aus  der  Art  der  Entstehung  der  Konstituenten  aus  r  -f-  1 
Gliedern  der  Reihe  geht  der  Satz  hervor:  Haben  r  — (—  1  Glieder 
einer  Reihe  r-ter  Ordnung  einen  Faktor  gemein,  so  haben 
sämtliche  Glieder  der  Reihe  diesen  Faktor. 

Die  hier  entwickelte  Darstellung  der  Reihen  dient  nun  zur 
Bildung  der  Form  der  Reihe  nicht  nur  dann,  wenn  die  Reihe 
durch  eine  hinreichende  Anzahl  aufeinanderfolgender  Glieder, 
sondern  auch  wenn  sie  in  irgend  einer  anderen  Form  gegeben  ist; 
denn  die  Formen  (2a,  b)  sind  als  die  eigentlichen  Normalformen 
der  Reihe  zu  betrachten. 

Ist  z.  B.  die  Reihe  gegeben  als  Produkt  zweier  Reihen 
va ) '  \ub)  '  so  berechnet  man  nach  dieser  Form  a  -\-  b  -f-  1  aufein- 

Voigt,  Theorie  der  Zahlenreihen.  2 
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anderfolgende  Glieder,  aus  diesen  sodann  die  Seiten  des  ent- 
sprechenden Zahlendreiecks,  welche  die  Konstituenten  der  Normal- 
form darstellen.  In  dieser  Weise  ergeben  sich  die  folgenden 
häufig  zur  Verwendung  kommenden  Formen  der  Produkte  von 
Formanten: 

(■)  =  »(?)+(?)-  KT-  »[;]-[f] 


n\  In 
3 


■*(:)+»(;)■         [*][•>  4';    :<:; 

Öä= « (:)  +  ß  (;) + (;>       [;]'-•  [:]  -•[;]+ [;] 

(;)(i)-io©+ia(:)+  »(i>  [;]  3  =ioH-i2S+3a 

;)*=»(;  +8o(;)+i»©+(;).  [;]•-«  ;-8o[;+ia ;    ;; 


§  12.   Die  arithmetische  Reihe  als  Summe  arithmetischer  Reihen 

gleicher  Ordnung. 

Eine  neue  Form  der  arithmetischen  Reihe  erhalten  wir,  wenn 
wir  in  die  Formen  (2  a,  b)  des  vorigen  Paragraphen  die  der  Diffe- 
renzen (la,  b)  einsetzen.  Wir  wollen  hier  diese  Rechnung  nur  für 
die  A -Formanten  durchführen.  —  Die  dadurch  entstehende  Reihen- 
form ist  folgende: 

O-'.W+'.O+'.WH-  •  •+«,-«. 

wo   die  Ausdrücke,    mit   denen  die   Reihenglieder  v0,   vl,   .   .   . ,  vr 
multipliziert  sind,  Reihen  r-ter  Ordnung  von  der  Form 


CHßXS)- 

-U0ft,HU<)('tV+" 

'    '    V— Qj\r)\r 

r 

-(;)(?)- 

-(?)(V)+©(V)-+-H- 

-1\(    n    \(n— 

-gj  \r—Qj  \    e 

i 

(§  7,  2a)  sind. 

—  Da  nun  [vyj  =  vQ  ist,  so  ist 

»o  tf  o) + *  tf ,}+-+ *  [iy  -  ij + •  •  • + •,  tf P> = o 

und  da  diese  Gleichung  erfüllt  ist,  ganz  unabhängig  von  den 
Werten  von  v0,  vx,  .  .  .,  vr,  so  kann  sie  nur  dadurch  erfüllt 
sein,  daß 

f  q  \ o      t  e  \  —  o  /  e  \ 1  i  e  \  =  0 

\r,0/  — U'     lr,l/~U'     •••'     \r,e/—    '     "    "'     \r,r/       u* 

Es  hat  also  die  Reihe  {rw  }  für  alle  Werte  von  ra  von  0  bis  r 

lauter  Nullglieder,  mit  Ausnahme  des  Gliedes  {re  } ,  das  gleich 
1  ist. 
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Diese  Eigenschaft    hat    die   Reihe  { Ä  j   mm  gemein   mit   der 
von  der  Form  des  Quotienten 

n  (n  —  1)  ...  (n  —  g  -\-  1)  •  (n  —  g  —  1)  ...   (n  —  r) 

q{q  —  i)  ...  (q  —  e+i)  ■  (q  —  e  —  i)  •  ••  (e  —  r)  ' 

dessen  Zähler  und  Nenner  aus  an  derselben  Stelle  unterbrochenen 
Zahlensequenzen  bestehen.     Wir  können  ihn  auch    auf  die  Form 

_  l  \     n{n—  1)  ..  .  (n— g+1)     (n  —  p—  1 )  ...  (»  —  r)  __  /  _ l  \  fn\  /n_e_i 
r—Qj'l        '2       ...  g  1  ....(r— e)        \/— ej  W  V    r— 6 

bringen.     Da   nun  dieser  Ausdruck   als   Produkt   von  r  Faktoren 
erster  Ordnung  selbst  eine  arithmetische  Reihe  r-ter  Ordnung  ist, 

die  mit  f.    J  r  aufeinanderfolgende   Glieder    gemein    hat ,    so    sind 

beide  Reihen  identisch,  also 

/  »  \_  (  —  l\(n\(n—Q  —  l 
\r,Ql         \r  —  gJ\Qj\     r  —  g 

§  13.   Binomische  Formanten. 

Bilden  wir   aus  r  — j—  1  aufeinanderfolgenden  Formanten  r-ter 
Ordnung: 

C),      et1),     et2)»    ■  ■.  {a+r1)'  r+r) 

oder 

[a  —  r+ll         [a  —  r  +  2]        \a  —  r  +  2]  [äl  fa  +  1] 

r        J  '  r         j*       [         r         J»     •  •  •»  ^rj  '  r 

das  zugehörige  Zahlendreieck,  so  ist  dessen  erste  (linke)  Seite,  in 
A  -  Formanten : 

'-.)•  (,i,)-  ••••  0.  (; 

und  deren  zweite  (rechte)  Seite  in  B- Formanten: 

a       1  [a+1]        [a+ll  fa  +  11        fa-f  1] 

Aus  diesen  Konstituenten  geht  nun  die  Darstellung  binomischer 
Formanten  als  Polyform  einfacher  unmittelbar  hervor,  und  zwar  ist 

<i*>  rts)=ö(s)+U1)(T)+U2)(2)+---+fi)(r!,)+(s)('; 


und       [.+i+.]„[.+.][»]  +  [?+i]ra  +  [:±i][; 

+[-t,][^]+[-t1][:] 

oder,  wenn  hierin  a-j-l=6  gesetzt  wird, 

(i")Pt"]-ra[a+[,ii][t]+[,i,][;]+-+[i][^.]+[5 


61  [n 
r 
2* 
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Setzen  wir  hierin  n  =    —  m,  so  ergeben  sich  die  Formen 

(2a)rr)=(:)ft)-(r-.)(T)i-(r-2)rjI)-+-+(71)(s"'"" 


6], 

r     m 


§  14.    Differenzen  und  Summen  von  Formanten. 

Aus   den   binomischen  Formeln   des   vorigen  Paragraphen  er- 
geben sich  nun  folgende  Ausdrücke  für  Differenzen  von  Formanten: 


(la) 

/a  +  /i\        /a\        /    a    \  /w\    i    /    a    \  (n\    . 

...+(?)(r  »,)+©(';) 

oder 

,  wenn  a-\-n  —  b  gesetzt  wird, 

©- 

-C)-t-i).(*T*)H-«)CT")+- 

+(?)Cz?)+®(67a)' 

(2a) 

/a\       (a—m\       f  a  \(m\      (    a  \/m-f-l\    i               i   / — 1  \(a\  ImA-r— X 
[r)—{     r    ,   -{r-l)[l)—[r-2)[     2    J  +  "            ~[r+l)[o){ 

oder. 

wenn  a  —  m  =  b  gesetzt  wird, 

(")- 

■C)=W(t')-W("~S+i)+- 

Ebenso  ist 

•••H+O^C-'t-1) 

(lb) 

ibr]-®=\Am+ir^ 'i  + 

■■.■+ß]lA]+K[J 

oder. 

,  wenn  6  -f-  n  =  a  gesetzt  wird, 

K- 

-I3-WM+WM+- 

+ßll,"=W]M 

(2b) 

P]-M-[-i][T]-[-J["irl]+- 

,  r_r-iir6irm-r+r 

-•••-r[r+ijLojiL      r 

oder 

,  wenn  b —  m.=  a  gesetzt  wird, 

1*1- 

ral            6        6 -ol       f    b   irfe-a-ll, 
\r\  —  Lr-lJL    1    J    "Lr-2j[      2      Ji"     ' 

-+{7jmr°7+i} 

Ist  die  Reihe  von  ungerader  Ordnung,  so  läßt  sich  auch 
die  Summe  zweier  Formanten  in  ähnlicher  Weise  wie  die  Differenz 
darstellen.     Ist  nämlich  r  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 

l — n-\-r  — 1\  _      _  fn\  f — n  —  r-f-1" 


r 


Setzen    wir    daher    in    (la)    a  =    — c -\~  r  —  1,    und    in    (2a) 
b  =  —  c-\-r  —  1,  so  erhalten  wir 

(4a)     (b)jr(c\==(c-l\(*+c-r+l\_(c-2}(b+c-r~+l 


r       ~\r—l  I  J        \r  —  2)\  2 

:J)f+V+l)-+--('ö 


+  je-3)(b  +  c-r  +  _(c-r\(b+c- 
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(5a)    (»)  +  ß)  =  (  «  ,)  (•  + V+1)  -  (    M  f+V +. 


+(,-.)C+v+,)-+"— (sv*4 


Ebenso  erhalten  wir  durch  Substitution  von  &  =  —  c  —  r-j-1 
in  (lb)  und  von  a  =  —  c  —  r-f-1   m  (2°)  die  Gleichungen 

[c+ll  [a  +  c+r— 11 fc  +  21  [a+c+r— 1" 


<*»»  :  +  ;  =  £ 


+[■ 


c-f-|-j  ra+c  +  r-11  _  _j_  _  _  Tc+rj  Ta+c+r-l 
fcl        r    &    1  f6+c+r— 11  _  r    6    1  [6  +  c+r  —  2 


b    1  rft  +  c  +  r  —  31  _  _r6ir6  +  c' 


+L,-3jrr  j 


0         r 


§  15.    Die  Umformung  der  Reihenformen. 

Jede  arithmetische  Reihe  hat  unendlich  viele  verschiedene 
Formen,  denn  sie  läßt'  sich  auf  (zweifach)  unendlich  verschiedene 
Weise  aus  Konstituenten  bilden.  —  Die  verschiedenen  Formen  einer 
Reihe  lassen  sich  jedoch  auch  aus  einer  gegebenen  Form  der  Reihe 
durch  Transformation  ableiten. 

Wird    nämlich    der    Term    n    einer    Reihe    (vn)    durch    einen 

anderen  Term  m  ersetzt,  welcher  zu  n  in  einer  solchen  Beziehung 
steht,  daß  jedem  Wert  von  n  ein  solcher  von  m  und  umgekehrt 
entspricht,  so  ist  die  zweite  Reihe  offenbar  mit  der  ersten  der 
Substanz  nach  identisch.  Beide  Reihen  enthalten  dieselben  Glieder. 
Durch  eine  solche  Substitution  entsteht  also  nur  eine  neue  Form 
derselben  Reihe,  sie  bedeutet  lediglich  eine  Transformation. 

Es  gibt  nun  zwei  Arten  von  arithmetischen  Beziehungen 
zwischen  n  und  m,  welche  den  angegebenen  Bedingungen  genügen, 
nämlich 

( 1 )  n  =  m  -j-  q ,  n  —  m  =  q 

(2)  n  =  q  —  m,  n~{-m  =  q   - 

wo  q  jedesmal  eine  positive  oder  negative  Konstante  bedeutet.  — 
Denken  wir  uns  die  Terme  n  und  m  verändert,  so  wird,  wenn 
der  eine  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  durchläuft,  der  andere 
es  ebenfalls  tun,  jedoch  werden  im  ersten  Falle  beide  Terme  sich 
in  gleicher  Richtung  bewegen,  im  zweiten  Falle  dagegen  entgegen- 
gesetzt. Entsprechende  Paare  von  Termen  nx ,  m1  und  n2 ,  m2 
stehen  im  ersten  Falle  in  arithmetischem  Verhältnis  zuein- 
ander, d.  h.  es  ist  nx  —  m1  =  n2  —  m2 ,  im  zweiten  Falle  dagegen 
in  umgekehrt  arithmetischem  Verhältnis:  Es  ist  n1Jrm1 
=  n2  -j-  ni2 .  Im  ersten  Falle  sind  entsprechende  Terme  immer 
um  dieselbe  Anzahl  von  Gliedern  gegeneinander  verschoben,  im 
zweiten  Falle  dagegen  liegen  entsprechende  Terme  symmetrisch 
zueinander  in  bezug  auf  ein  beliebig  ausgewähltes  Paar  als  Grund- 
paar der  Symmetrie.    Wird  als  solches  das  Paar  nl,  wt  gewählt, 
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so  gilt  allgemein  m —  nl=ml — n  oder  //, — n  =  m  —  ml}  wo  n 
und  m  die  veränderlichen  Terme  darstellen.  Bei  Veränderungen 
von  n  und  m  wächst  m  in  demselben  Maße,  in  welchem  n  ab- 
nimmt und  umgekehrt.  Ist  n  -<  »x ,  so  ist  in  >  ?/.', ,  und  ist  w  >  wa , 
so  ist  m  <C  ml . 

Statt  nun  die  Symmetrie  der  Terme  auf  ein  beliebig  aus- 
gewähltes Grundpaar  zu  beziehen,  kann  man  sie  auch  auf  eine 
bestimmte  Stelle  der  Reihe  beziehen,  deren  Lage  davon  abhängt, 
ob  die  Konstante  q  eine    gerade   oder  eine   ungerade  Zahl   ist. 

1.  Es  sei  q  eine  gerade  Zahl,  also  durch  die  Form  2*  dar- 
stellbar. Es  ist  dann  m-\-n  —  2x,  also  n  —  x  =  x —  m  und 
wir  können  das  Grundpaar  n1,  m1  durch  den  einen  Term  x 
ersetzen.  Dieser  heißt  dann  der  Mittelpunkt  der  Sym- 
metrie oder  der  Symmetriepunkt  des  umgekehrt  arith- 
metischen Verhältnisses.  Der  Term  x  entspricht  sich  dann 
selber,  während  die  symmetrisch  zu  x  gelegenen  Terme  ein- 
ander gegenseitig  entsprechen.  Wir  nennen  die  Symmetrie 
in  diesem  Falle  eine  unpaarige. 

2.  Es  sei  q  eine  ungerade  Zahl,  also  durch  die  Form  2x -~\ 
darstellbar.  Es  ist dann  ra.-f-  71  =  2x^1  oder?* — *==(*— 1) — m. 
Es  entsprechen  einander  dann  also  die  beiden  aufeinander- 
folgenden Terme  x  und  x-\-l,  sowie  alle  zu  diesem  Paar 
symmetrisch  gelegenen.  Der  Symmetriepunkt  des  Ver- 
hältnisses liegt  in  diesem  Fall  zwischen  den  beiden  Mittel- 
gliedern y,  und  x  -\-l  und  die  Symmetrie  heißt  eine  paarige. 

Besondere  Fälle  der  Symmetrie  liegen  vor,  wenn  x  =  0,  also 
q  =  o  oder  q  =  1  ist.  Im  Falle  q  =  0  oder  m  =  —  n  ist  die  Sym- 
metrie unpaarig  und  der  Symmetriepunkt  ist  m  =  n  =  0.  Im  Falle 
q  =  l  oder  m-\-n  =  \  ist  die  Symmetrie  paarig  und  der  Symmetrie- 
punkt liegt  zwischen  0  und  1. 

Aus  diesen  Beziehungen  der  Terme  ergeben  sich  nun  folgende 
Beziehungen  der  Rsihe  (v™)  zu  der  mit  ihr  identischen  Reihe, 
welche  durch  eine  der  beiden  Substitutionen   aus   ihr  hervorgeht. 

1 .  Wird  n  =  m-\-q  in  die  Reihe 


aW 


substituiert,  so  entsteht  die  neue  Form 


Entwickeln  wir  hierin  die  binomischen  Formanten  (§  12)  und 
ordnen  wir  die  entstehenden  Posten  nach  Formanten  der  Veränder- 
lichen m,  so  ergibt  sich 

(3,      (^+s)=(«?)-©+z/1K)-(T)+^2W©  +  •  •  • 
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Es  haben    sich    also    alle   Konstituenten   der  Reihe  geändert 

bis  auf  den  letzten  und  Haupt  kons  tituenten  Ar[vq\=a,  welcher 

vom  Term  q  unabhängig  ist,  und  daher  der  invariable  Kon- 
stituent    der   Reihe    genannt   werden  soll.     Das   Anfangsglied 

der  Reihe  nach  der  ursprünglichen  Form  war  (v)=k,  nach  der 

neuen  ist  es  [yf\  =  k  -\-  h  (j j  -\-  g  ( | j  -f-  .  .  ,-\-a(f\.    Es  ist  also,  und 

mit  ihm  alle  Glieder  der  Reihe,  um  q  Glieder  verschoben  nach 
rechts  oder  nach  links,  je  nachdem  q  positiv  oder  negativ  ist.  — 
Die  Reihe  hat  also  durch  die  Substitution  eine  bloße  Verschie- 
bung oder  Dilation  erfahren. 

Zur  Abkürzung  der  Bezeichnungsweise  wollen  wir 
(,.,        („»+*)  =  („'»)  =v  +  v («)  +  j (»)  +  f  (»)  +  .  .  . 

+4-»)+ v  (,-.)+« (T) 

schreiben. 

2.  Die  Substitution  n  =  —  m  -\-  q  dagegen  bewirkt  eine  voll- 
kommene Umkehrung  der  Reihenfolge  der  Glieder  der  Reihe 
oder  eine  Konversion  der  Reihe.  Die  einfachste  Form  der 
konversen  Reihe  ergibt  sich  durch  Substitution  von  — m  für  m 
in  (3)  oder  (3').  Verwandeln  wir  dabei  die  A- Formanten  in 
B-  Formanten,  so  ergibt  sich 

(4)    („— +s)  =  («--»)  =  k'-h'  [7]  + «,'  [»]  -  f  [-■ 

+  (rZ,,)^[r^]+(r-l)y[r-l]+'(~r1 
Ist  q=0,  n  =  —  m,  so  ist  einfach 

(5)      (»-")  =  *  -  *[T]  +  8  [2]  -  +  ■  •  •  (,-i)  »  [,--.]  +  (-,' 

Bei  dieser  Art  der  Konversion,  welche  in  den  meisten  Fällen 
die  zweckmäßigste  weil  einfachste  ist,  verändern  die  Formanten 
ihre  Form.  Wäre  die  ursprüngliche  Reihe  in  B- Formanten  ge- 
geben, so  würde  die  konverse  Reihe  in  A -Formanten  in  analoger 
Weise  dargestellt. 

Es  gibt  jedoch  auch  Fälle,  in  welchem  diese  Form  der  Dar- 
stellung nicht  genügt,  sondern  verlangt  wird,  daß  die  konverse 
Reihe  in  Formanten  derselben  Art  ausgedrückt  werde,  wie  die 
ursprüngliche.     Es  muß  dann 


a 


=  (•--)  =  V-  K  (?)  +  </'  ("+1)  -  /"  (»+2)  +  - . . . 

gesetzt  und  hierin  müssen  die  binomischen  Formanten  entwickelt 
und  die  entstehenden  Posten  nach  Formanten  von  m  geordnet 
werden. 
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Es  entsteht  so  die  Form 

(6)  (,—+«)=(„--) = (V-°)  +z/(»'-°)  (?)  +zf  (» 

+A'-V-%li)+/lV- 


r      \r 


wo 


»'-"Wf 


J(/-°)=    -Ä'+/-r  +  -..+(-12)e'+(-11)6'+(-1  . 

zfV~°H'  -(?)/■+  •  ■  .+(-y('-T3y+(,-,1)(rr2  '- 


JV 


+(-1)Ct> 

V"'-<n  =  -/'+-'-+(r-I2)(^3)<='+(r-1I)(r22)*'+(-r1)(r2> 

j':3(,'-»)=(-yc;+(^)(rT>;+(-l).(;7> 

zf(»'-°H-r>. 

3.  Unter  der  Inversion  einer  Reihe  verstehen  wir  die  Er- 
setzung einer  Reihe  durch  eine  andere,  deren  Glieder  denen  der 
ersten  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich,  aber  von  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  sind.  Die  Form  der  zu  einer  gegebenen  in- 
versen  Reihe  erhalten  wir  daher,  indem  wir  das  Vorzeichen 
sämtlicher  Posten  der  Form  umkehren  oder  sie  mit  —  1  multi- 
plizieren. Die  Inversion  ist  keine  bloße  Transformation,  sondern 
eine  substantielle  Veränderung  der  Reihe. 

§  16.    Voneinander  abhängige  Reihen. 

Es  sei  f(x)  eine  beliebige  ganzzahlige  Form,  d.  h.  ein  arith- 
metischer Ausdruck,  der  für  ganzzahlige  Terme  ganze  Zahlen  liefert. 
Er  ist  dann  der  Repräsentant  dieser  aus  ihm  hervorgehenden,  durch 
ihn  geformten  Zahlen,  die  wir  daher  in  bezug  auf  f(x)  konform 
nennen.  Die  Gesamtheit  dieser  konformen  Zahlen  bildet  nun  zu- 
nächst nur  eine  ungeordnete  Mannigfaltigkeit,  keine  Reihe.    Erst 

wenn  wir  %={\)  als  Form  der  natürlichen  Zahlenreihe  auffassen, 

wird  f(x)  zur  Form  einer  Reihe,  indem  wir  die  aus  ihr  hervor- 
gehenden Zahlen  der  Reihe  der  Terme  zuordnen.  Also  nur  unter 
dieser  Bedingung  stellt  f(x)  eine  Zahlenreihe  dar.  Zugleich  ergibt 
sich,  daß  dieselbe  Form  unendlich  viele  verschiedene  Reihen  dar- 
stellt,   je  nach   der  Reihe,   welche  man  x  durchlaufen   läßt,    daß 

also  E=(i)  nur   ein  Spezialfall   unter    unendlich   vielen   ist.     Die 
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Zahlen  der  Mannigfaltigkeit  f(x)  lassen  sich  eben  auf  die  ver- 
schiedenste Weise  auswählen  und  ordnen,  und  dieses  geschieht, 
indem  wir  die  Terme  determiniren  und  ordnen.  Die  Ordnung  der 
Glieder  der  Reihe  ist  von  der  Ordnung  der  Terme  abhängig.  Wir 
pflegen  jedoch  eine  Form  f(x)  als  unabhängige  Form  einer  Reihe 
zu  betrachten,  wenn  x  die  natürliche  Zahlenreihe  durchläuft  und  erst 
wenn  x  irgend  eine  andere  Reihe  durchlaufen  soll,  nennen  wir  die 
Reihe  f(x)  von  dieser  zweiten  Reihe  abhängig.  Die  Reihe,  welche 
x  durchäuf t,  kann  durch  Aufzählung  ihrer  Glieder:  x0,  x1}  x2,  .  .  ., 
xr  als  endliche  Strecke  gegeben  sein,  sie  kann  auch  durch  eine 
unabhängige  Reihe  x=q>(y)  definiert  sein.  Im  letzteren  Falle 
können  wir  durch  Substitution  von  cp  (y)  für  x  in  f(x)  aus  der 
abhängigen  Form  f(x)  eine  unabhängige  f(<p(y))  herstellen. 

Die  Differenzen  einer  Form  f(x),  deren  Term  und  dessen  Ver- 
änderungen von  einer  anderen  Reihe  abhängig  ist,  bilden  sich 
nun  nicht,  wie  die  der  unabhängigen  Formen,  vielmehr  ist 

Af(x)=f{x-\-Ax)  —  f{x), 

wo  J«  nicht  gleich  1  ist,  sondern  durch  x  =  q{y)  bestimmt  ist1). 
Insbesondere  ist  dann  (§  12,  la) 

JCH"+,JX) 

;  ;;';+t-.)(V)+-+(Dfr-i: 

und  eine  analoge  Form  hat  A 

Die  Differenz  eines  Produktes  zweier  Reihen  (vgl.  §  10) 
gestaltet  sich  folgendermaßen: 

I  (9? (x) •  x (#)}  =  (p{x-\-Ax)-A%(x)  -\-A(p{x)-%(x) 
=  90  (x)  ■  A  x  {x)  -f-  A  cp  (x)  ■  x  (x  -f  A  x) . 

§  17.    Substitutionen  in  arithmetische  Reihen. 

Sind  f(x)  und  q>(y)  arithmetische  Reihen  m-ter  bzw.  ?i-ter 
Ordnung,  so  ist  das  Resultat  der  Substitution  f{(f{y))  eine  arith- 
metische Reihe  m-\-n-tev Ordnung,  wie  sich  leicht  zeigen  läßt,  wenn 
man  beide  Reihen  als  Potenzpolynome  darstellt.  Es  läßt  sich 
daher  f(<p(y))  als  Polyform  m-\-n-t&c  Ordnung  entwickeln.  Zu 
dem  Zwecke  brauchen  wir  m-{-n-\-l=r-\-\  Glieder  der  Reihe  <p{y), 
die  wir  durch 


Jx\    \    f    x    \  (A  x\    \  ■    (x\  (  Ax\    1    (x\  (A  x 


?o  =  9 


(0),     xl  =  <p(l);     x2  =  <p(2),     ..   .   .,     xr=<p{r) 


bezeichnen  wollen.     Aus    ihnen   ergeben   sich   ebensoviele   Glieder 
der  Reihe  f(x),  nämlich  f(x0),  /(*\),  f(x2),   .  .  .,  f(xr),  und  hieraus 

1)  Die  Einführung  variabler  Inkremente  in  der  Differenzen-Rechnung  ist  bei 
abhängigen  Reihen  eine  Notwendigkeit,  wie  im  Gegensatz  zu  Seliwanoff 
(Enzyklopädie  der  math.  Wissenschaften  I,  S.  919,  Anm.  2)  ausdrücklich  be- 
merkt sei. 
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die  linke  Seite  des  aus  ihnen  gebildeten  Zahlendreiecks :  f(x0), 
Jf(x0),    i'2/(x0),  .  .  .,  Jrf(xQ).     Es  ist  dann 

/•('/  (y))=fl*o) +^A*Q)(yi)  +^V(*o)(y.)  +  •  •  -+^V(*.)  W- 

Die  Konstituenten  dieser  Form  lassen  sich,  außer  in  der  an- 
gegebenen Weise  mittels  des  Zahlendreiecks,    oder  der  Gleichung 

"7'M  =  f<Pp)  -  (Pi)f{*p-x)  +  (ft)f  (*,-.)  "  +  ...  +  (T1)  (r)  f  W 

auch  unmittelbar  aus  /"(#)  bilden,  indem  man  nach  den  Regeln 
des  vorigen  Paragraphen  Af(x),  J~f(x),  .  .  .,  Arf\x)  bildet  und 
hierin  x0  für  x  setzt. 

Die  einfachste  Substitution  ist  die  einer  Reihe  erster  Ordnung : 
x  —  ay-\-ß.  Den  Fall  «  =  1  und  a=  -1  haben  wir  schon  oben 
erledigt.  Diese  Substitutionen  bedeuteten  nur  Transformationen, 
während  wenn  a  von  1  und  —  1  verschieden  ist,  durch  die  Sub- 
stitution eine  Auswahl  aus  den  Gliedern  der  Reihe  stattfindet,  so  daß 
die  neue  Reihe  der  gegebenen  subsumiert  ist.  —  Es  genügt,  die 

Substitution  in  eine  Formante  (x)   zu   betrachten  und  x  =  ay  zu 

setzen,  da  die  Substitution  von  ay -\- ß  auf  eine  Form  führt,  deren 
Posten  aus  Formanten  von  ay  mit  konstanten  Koeffizienten 
bestehen. 

Durch  Bildung  der  Formen  der  Differenzreihen  von  f    j  unter 

Berücksichtigung  von  x  =  ay,  Ax  =  a,  z!2a;  =  0,  .  .  .  gelangt  man 
zu  folgenden  Ergebnissen  der  Substitutionen 

7)=«(f 
"/)'=«"G8+ß)(I 

xvV       ,^+8(f)ffl(f)+(?)(? 


3     —"    13/ 


Die  Resultate  dieser  Substitution  in  einfache  Formanten  sind 
also  recht  kompliziert  im  Gegensatz  zu  den  einfachen  Resultaten 
der  gleichen  Substitution  in  Potenzen. 

§  18.   Arithmetische  Reihen  mit  gebrochenen  Tennen  und 

Konstituenten. 

Mit  der  Erweiterung  des  Formantenbegriffes  auf  gebrochene 
Terme  sind  zugleich  auch  die  allgemeinen  arithmetischen  Reihen, 
sofern  sie  durch  Polyforme  gegeben  sind,  für  gebrochene  Terme 
definiert.    Hier  wie  dort  bedeutet  die  Zulassung  von  Termen  von 
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der  Form  —  mit  konstantem   Nenner   an  Stelle  der  ganzzaliligen 

Terme  die  Interpolation  von  p  —  1  Gliedern  zwischen  je  zwei 
benachbarten  ganzzahligen  Gliedern.  Die  interpolierten  Glieder 
sind  im  allgemeinen  gebrochen,  können  jedoch  auch  ganzzahlig  sein. 

Betrachten  wir        als  Produkt   —  -m,    so   kann  man   die  ein- 
V  V 

zelnen  Formanten  von  [y—-m\  nach  den  Gleichungen  in  §  17,  indem 

man  a=        setzt,   als  Polyforme  des  ganzzahligen   Terms  m   aber 

mit    gebrochenen  Konstituenten    entwickeln,    und    erhält    so 
auch  für  die  ganze  Reihe  eine  Form  mit  gebrochenen  Konstituenten. 
-  Übrigens  war  schon  bei  der  Bildung  der  arithmetischen  Reihen 
die  Wahl  solcher  Konstituenten  nicht  ausgeschlossen  (§1). 

Wird   in    die    ganzzahlige   Form  (v*)  durch   die   Substitution 


x  =  y-\~—  die  neue  Variable  y  eingeführt,  während  —  einen  kon- 
stanten Bruch  darstellt,  so  entsteht  ebenfalls  eine  Reihe  mit 
gebrochenen  Konstituenten,  deren  Glieder  im  allgemeinen  ge- 
brochene Zahlen   sind,    insbesondere   auch  für  ganzzahlige  Werte 


x\        V 


von  y.    Bindet  man  dagegen  y  an  die  Werte  der  Reihe  L 

betrachtet   man  also   die   Reihe   \vy~r  a\  als  eine  abhängige,  so 

erhält    man    die    ganzzaliligen    Glieder    der    ursprünglichen    Reihe 

(v*)  .     Es  kann    also   eine  Form  mit   gebrochenen  Konstituenten. 

doch  eine  Reihe  mit  nur  ganzen  Zahlen  darstellen,  wenn  die  Terme 
gebrochene  Zahlen  bestimmter  Form  sind. 

§  19.    Die  Darstellung  der  arithmetischen  Reihen  durch 
Potenzpolynome. 

Eine  arithmetische  Reihe  r-ter  Ordnung  kann  statt  durch 
ein  Polyform  immer  auch  durch  ein  Potenzpolynom  r-ten  Grades 
dargestellt  werden.     Denn  setzen  wir 

Kr"l)  +  C(r-2)+-  +  ^(S)+*(l)  +  * 

=  aV    \-Vxr-1  +  c'xr-2  -\-...  +  g'x-  -{-tix  +  V 

und  geben  wir  hierin  x  der  Reihe  nach  die  Werte  0,  1,  2,  3,  .  .  .,  r, 
so  erhalten  wir  die  r  -j-  1  linearen  Gleichungen 

h  =  V 

A(J)  +  *  =  a'  +  &'  +  <*'  +  ... +  •  +  *'  +  # 

9  l:+/i(i)  +  Ä;  =  a'2'--|-&'2'-1  +  c'2'-2  +  ...+^22  +  7i'2  +  ^ 


x  \  _i_  l '    x 

r     > 
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=  aV-f  6V~ 1  +  cV-2  -f  . . .  -f  g'r2  +  h'r  -f  k', 

mit  deren  Hilfe  wir  sowohl  die  Koeffizienten  des  Potenzpolynoms 
berechnen  können,  wenn  die  des  Polyforms  gegeben  sind,  als  auch 
umgekehrt.  Auch  die  Formen  der  Lösungen  dieses  Gleichungs- 
systems sind  nicht  schwer  zu  finden.  Durch  Subtraktion  der 
vorhergehenden  Gleichungen  oder  Vielfacher  von  ihnen  von  den 
folgenden  erhält  man  zunächst  die  Konstituenten  des  Polyforms 
ausgedrückt  durch  lineare  Formen  der  Koeffizienten  des  Polynoms. 
Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  kann  man  dann  wieder  umgekehrt 
die  Koeffizienten  des  Polynoms  durch  die  Konstituenten  des  Poly- 
forms ausdrücken. 

Diese  Methode  der  Koeffizientenvergleichung  vollständiger 
Polyforme  und  Polynome  gibt  jedoch  keinen  hinreichenden  Ein- 
blick in  che  Beziehungen,  welche  zwischen  diesen  beiden  Formen 
bestehen.  Um  diese  zu  erkennen,  wird  man  zunächst  einzelne 
Formanten  in  Potenzpolynome  und  umgekehrt  einzelne  Potenzen 
in  Polyforme  verwandeln  müssen. 

§  20.   Verwandlung  von  Formanten  in  Potenzpolynome. 

Das   Produkt  II {x  —  i)  =  {x  —  1)  (x  —  2)  (x  —  3)    .   .  .    {x  —  n) 

i 

läßt  sich  als  ein  Potenzpolynom  w-ten  Grades, 

Cl-*'-Ci-*'-1+Cl*-*-+ ■  •  ■+(-l)"Cl 

darstellen,  wo  f^  =  1  ist  und  die  übrigen  Koeffizienten  die  Summen 

der  Produkte  aus  allen  Kombinationen  der  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  .,  n 
zu  der  Klasse  darstellen,    welche   der  untere  Index   angibt.     Der 

letzte  Koeffizient  CV^  ist  also  gleich  n\  —  Wir  nennen  diese  Koeffi- 
zienten daher  Kombinanten,  fj™  insbesondere  die  Kombinante 
der  n  ersten  Zahlen  oder  kurz  von  n  zur  r-ten  Klasse. 

Die  Kombinanten  der  folgenden  Klasse  stehen  nun  mit  denen 
der  vorhergehenden  in  folgendem  Zusammenhang 

(r  +  l)C'r+(r+VCrV  +  ('-lrVCrV+---  +  »( '":■'■  Cr+V 
woraus  sich  unmittelbar  das  Bildungsgesetz 

ergibt,  nach  welchem  die  folgende  Tabelle  der  Kombinanten 
aus  (J\=  1  und  (J\    -  1   berechnet  wurde. 
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f^n  r^in  /^W  f^in      f^n       fln  r^n  f^n  f^n         f^n 

O  0  O  1  O  2   U  3      lv4        U5  U  6  O  7  U  8  IV  9 

C! 

(7? 
(7? 
C\ 

sie 

\J  r 

Gl 
Cl 

Cr 


1        0 

3        2  0 

6      11  6  0 

10     35  50  24             0 

15     85  225  274         120              0 

21    175  735  1624       1764         720               0 


28  322  1960     6769     13132     13068         5040  0 

36  546  4536  22449     67284  118124     109584       40320  0 

45  870  9450  63273  269325  723680  1172700  1026576  362880 
Betrachten  wir  eine  Kolonne  in  dieser  Tabelle,  so  ist 

Die  Differenzreihe  einer  Kolonne  besteht  also  aus  den  w-j-1- 
fachen  Gliedern  der  vorhergehenden  Kolonne.  Ist  also  eine  der 
Kolonnen  eine  arithmetische  Reihe,  so  ist  die  Differenzreihe  der 
folgenden  Kolonne  ebenfalls  eine  arithmetische  Reihe  und  zwar 
von  um  1  höherer  Ordnung,  die  Kolonne  selbst  also  eine  arith- 
metische Reihe  von  um  2  höherer  Ordnung.    Nun  ist  in  der  Tat 

die  Kolonne  fj ^ ,  welche  aus  lauter  Einheiten  besteht,  eine  arith- 
metische Reihe  0-ter  Ordnung,  und  die  folgende  Kolonne  fl\=  [2  ) 
als  Formantenreihe  eine  arithmetische  Reihe  2-ter  Ordnung,  also 
die  Reihe   Cp>   eine  solche    4-ter  Ordnung  usw.  —  Allgemein  ist 

demnach  die  Kolonne  fj™  eine  arithmetische  Reihe  2r-ter  Ordnung. 

Mit  Hilfe  der  Kombinanten   können  wir   nun  jede  Formante 

und  damit  auch  jedes  Polyform  in  ein  Polynom  verwandeln.    Es 

ist  nämlich 

«  — 1 
x-  II  (x  —  i) 

x\  1 


nj  n  ! 

n !  n !  '        n !  1  1    \       /  n  j 

Sämtliche  Koeffizienten  dieser  Form  sind  echte  Brüche,    ins- 
besondere ist  der  erste     ,  ,  der  letzte       .    Ein  Polyform  mit  ganz- 

zahligen  Koeffizienten    hat    daher    nicht    immer    ein    äquivalentes 
Potenzpolynom    mit    ganzzahligen    Koeffizienten.     Soll    die    Form 
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OL J  einem  Polynom  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  äquivalent 
sein,   so  muß  a  den  Faktor  n\  enthalten,    und   soll   ein  Polyform 

a  (n)  +  b  (n— l)  +  c  (n— 2)  +  •■■  +  *  (0)  durch  ein  Polynom  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten  darstellbar  sein,  so  müssen  a,  b,  c,  .  .  .,  k 
der  Reihe  nach  durch  n\,  (n  —  1)!,  (n  —  2)!,  .  .  .,  1!  teilbar  sein. 
—  Ein  Potenzpolynom  braucht  daher  nicht  ganzzahlige  Koeffi- 
zienten zu  besitzen,  um  für  alle  ganzzahligen  Werte  des  Terms 
ganze  Zahlen  zu  liefern.  —  Ist  aber  ein  Polyform  gleich  einem 
Polynom  mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  so  sind  die  Koeffizienten 
des  Polyforms  der  Reihe  nach  durch  n\ ,  (n  —  1)!,  (n  —  2)!, 
.  .  . ,   1 !  teilbar. 

§  21.    Verwandlung  von  Potenzen  in  Polyforme. 

Zur  Verwandlung  von  xn  in  ein  Polyform  bedürfen  wir  n  -j  1 
aufeinanderfolgende  Glieder  der  durch  xn  definierten  arithmetischen 
Reihe.  Wir  wählen  als  solche  die  Glieder  0,  1,  2n,  3n ,  .  .  . ,  v" . 
Bilden  wir  mit  deren  Hilfe  das  zugehörige  Zahlendreieck,  so  ist 
die  Form  der  Glieder  der  ersten  (linken)  Seite  dieses  Dreiecks 

(1)    J>  =  r»-(r-l)»(j)+(r~2)»(5)--  +  ...+(r-11)(^1   ■ 

Wir  wollen  diese  Konstituente  der  Reihe  kurz  mit  I\*  be- 
zeichnen und  die  r-te  Konformante  der  n-ten  Potenz  nennen. 
Es  ist  dann 

<*>    -  -Kl  ■  (?)  +ki  •  (?) +ki  ■  (3) + •  •  • +k:  ■  (:)  ■ 

Das  Bildungsgesetz  der  Konformanten  ergibt  sich  nun 
folgendermaßen:    Es  ist 

Klr= r  {r"~1-  (r  - 1>"_1  (V) + ('•  -  2>"~'  {rll) 


+Gzi)(?zi)}— -r.il- 

wenn  wir  die  eingeklammerte  Größe  mit  J^v^_l  bezeichnen.     Mit 
Benutzung  dieser  Relation  können  wir  schreiben: 

(*  +  !)»+.  =  p  >  (*+')  +  2fl  (f)  +  Z]-l  ff)  +  ■■■ 

+(»+i)r"t1(:tö- 

woraus,  da  allgemein  a  (x~£  )  =  {x  -f-  1)  (a_f_i)    ist,    nach    Division 
der  Gleichung  durch  x  -f- 1 

i*+w=rl.+n{t)+ri{i)+-y+r*t1® 

hervorgeht. 

Aus  Gleichung  (2)  ergibt  sich  nun  nach  Umformung 

(*+v«=Kl+{Kl+Kl){l)+{Kl+K3:)®+-  ■  -+KI®  ■ 
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Vergleichen  wir  nun  die  Koeffizienten  dieser  beiden  Formen 
von  (x-\-l)n,  so  ergeben  sich  unter  Berücksichtigung  von  J^7n  =  rj^1n 
die  Relationen 

K\  =Kn+\ 

*{Kl+Kt)=Kn2+1 
("+vKl=Kltl- 

Von  den  beiden  Endgleichungen  abgesehen,  lautet  also  das 
Bildungsgesetz  der  Konformanten 

(3)  iKr^+K:)-Kn+i 

nach  welchem  die  folgende  Tabelle  berechnet  ist. 

Kl  Kl     Kl       Kl        Kl  Kn  Kn  Kn  k  n 

Kl 
Kl 
Kl 
Kl 
Kl 
Kl 
Kl 
Kl 
Kl 
Kl 

Kann  man  eine  Potenz  in  eine  Polyform  verwandeln,  so  auch 
ein  Polynom,  indem  man  jeden  Posten  für  sich  verwandelt.  — 
Eine  praktische  Methode  daneben  ist  die,  mit  Hilfe  des  gegebenen 
Polynoms  die  erforderliche  Anzahl  aufeinanderfolgender  Glieder 
zu  berechnen,  was  am  besten  nach  der  von  Descartes  angegebenen 
Methode1)  geschieht,  um  aus  diesen  dann  mittels  des  Zahlendreiecks 
die  Konstituenten  der  Reihe  zu  gewinnen. 

Nach  (2)  ist  das  Polyform  fa  (*)  +/£|  (jj)  + . . .  +/ft  ( j)  gleich 
einem  (aus  einem  Posten  bestehenden)  Polynom  mit  ganzzahligen 

*)  Enzyklopädie  der  math.  Wissenschaften  I,  S.  409. 


2  0 

6  6  0 

14  36  24     0 

30  150  240    120      0 

62  540  1560   1800     720      0 

126  1806  8400  16800   15120    5040      0 

254  5796  40824  126000  191520  141120   40320     0 

510  18150  186480  834120  1905120  2328480  1451520  362880 
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Koeffizienten,  und  darum,  nach  §  20  (Schlußsatz),  jeder  Koeffizient 
des  Polyforms  durch  die  entsprechende  Fakultät  teilbar.    Es  sind 

,        J\n       J\n       J\n  l\  n  r,   \  \ 

also     2,    ,       3,    ,      —,...,       _      ganze   Zahlen. 

Wir  nennen  sie  die  gekürzten  Konformanten  und  bezeich- 
nen sie  mit  ff  * .  Aus  dem  Bildungsgesetz  der  ungekürzten  ergibt 
sich  dann  einfach  das  der  gekürzten  Konformanten.     Es  ist 

rz'r  —  X        „  /  "'r        TT*     r 
K       n     -T  rK  n=K  n  +  1 

nach  welchem  die  folgende  Tabelle  berechnet  ist. 


/\  n 

Kl 

T  -'3 

A » 

A  n 

TZ'5 

A  n 

K'l 

Kl 

K 

Kl 

1 

Kl 

1 

0 

Kl 

1 

1 

0 

KX 

1 

3 

1 

0 

Kl 

1 

7 

6 

1 

0 

K'l 

1 

15 

25 

10 

1 

0 

K'l 

1 

31 

90 

65 

15 

1 

0 

Kl 

1 

G3 

301 

350 

140 

21 

1 

0 

K'l 

1 

127 

966 

1701 

1050 

266 

28 

1 

0 

K'l 

1 

255 

3025 

7770 

6951 

2646 

462 
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Die  Glieder  l\1  und  l\  n\\   stellen   aufeinanderfolgende 

Glieder  einer  Diagonalreihe  dar.    Die  Differenzreihe  der  Diagonal- 
reihe ist  also 

Die  Beziehung  der  Diagonalreihen  zueinander  ist  daher  die 
analoge  wie  die  der  Kolonnen  der  Kombinanten.  Ist  eine  Diagonal- 
reihe eine  arithmetische  Reihe,  so  ist  es  auch  die  Differenzreihe 
der  folgenden  Diagonale  und  damit  auch  diese  selbst.  Die  Ord- 
nung der  folgenden  Reihe  ist  um  2  höher  als  die  der  vorher- 
gehenden. -  -  Nun  ist  tatsächlich  die  zweite  Diagonalreihe  eine 
arithmetische  Reihe  0-ter  Ordnung:  Sie  besteht  aus  lauter  Ein- 
heiten. Also  sind  es  auch  alle  folgenden.  Die  dritte  insbesondere 
ist  die  Reihe  der  Formanten  2-ter  Ordnung.  —  Die  Kolonnen 
der  Tabelle  dagegen  sind,  von  der  ersten  abgesehen,  keine  arith- 
metischen Reihen.     Die  zweite  Kolonne  hat  die  Form  2n  —  1 . 
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§  22.    Symmetrische  Reihen. 

Von  besonderer  Bedeutung  sind  diejenigen  Reihen,  deren  Glieder 
einander  paarweis  gleich  sind,  wobei  die  gleichen  Glieder  zu- 
gleich symmetrisch  angeordnet  erscheinen.  Die  allgemeine  Be- 
dingung der  Symmetrie  einer  Reihe   (v™)    ist    daher,    daß    jedem 

ihrer  Glieder  eines  in  der  konversen  Reihe  (y~mjrr'p)  gleich  ist, 
wo  p  einen  zu  bestimmenden  konstanten  Term  bedeutet.  Es  muß 
also  für  jeden  Wert  von  m  die  Gleichung  (v™)==[v~mr~i~p)  erfüll- 
bar sein.  Diese  Bedingungsgleichung  löst  sich  nun  in  ein  System 
von  r  -j-  1   Gleichungen  auf,  wenn 

<)=«(?)+^")+c('-»)+,,W+-+'(T)+»(")+*(")+' 

ist,  die  konverse  Reihe  sich  also  durch  die  Form  6  in  §  15  darstellen 
läßt  und  in  der  so  entstehenden  Gleichung  die  Koeffizienten  ver- 
glichen werden.   -  ■   In  dem   sich  daraus   ergebenden  System   der 

Bedingungsgleichungen  ist  die  erste  a  =  i  ja.  Aus  ihr  geht  un- 
mittelbar hervor,  daß  eine  Reihe  nur  dann  symmetrisch  sein  kann, 
wenn  r  eine  gerade  Zahl  ist.  Nur  eine  Reihe  von  gerader  Ord- 
nung kann  also  symmetrisch  sein.    Eine  Reihe  von  ungerader 

Ordnung  kann  jedoch  die  Gleichung  [v™)  =  —  \v~m7r'p\  erfüllen, 

d.  h.  jedem  Gliede  der  Reihe  kann  ein  zu  ihm  symmetrisch  gelegenes 
gleich  sein,  wenn  man  das  Vorzeichen  des  letzteren  umkehrt.  Jedem 
Gliede  entspricht  also  ein  gleiches  in  der  inversen  Reihe.  Wir  nennen 
daher  Reihen  ungerader  Ordnung,  welche  dieser  Bedingung 
genügen,  invers-symmetrisch.  Jede  Reihe,  einerlei  welcher  Ord- 
nung, kann  also  entweder  symmetrisch  oder  invers-symmetrisch 
sein.  Wenn  wir  im  Folgenden  von  der  Symmetrie  der  Reihen  im 
allgemeinen  sprechen,  so  ist  darunter  die  eigentliche  Symmetrie  zu 
verstehen,  wenn  es  sich  um  Reihen  gerader,  die  inverse  dagegen, 
wenn  es  sich  um  Reihen  ungerader  Ordnung  handelt. 

Die  Bedingungsgleichungen  der  Symmetrie  sind  dann  allgemein 
die  folgenden: 


l 
r— 


r  — 
3 

r  — 
4 


a  —  V  =b 

rT2)&'+c  =c 


«-(r7?y+(r7sv-(r7V+---  /'         =f 


r  — 

B'Hr7>+(f78y-(rTV+-..=F(?)r±y'     =9 

a—  fe'-f  c'—  d!  /'     g'     h'  =  h 

L'  =  k 

Voigt,  Theorie  der  Zahlenreihen.  3 
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wo  bei  den  Symbolen  mit  doppelten  Zeichen  das  obere  gilt,  wenn 

die  Ordnung  der  Reihe  gerade,  das  untere,  wenn  sie  ungerade  ist. 

Von  diesen  Bedingungsgleichungen  soll  nun  zunächst  die  erste 

(r—l)a  —  b'  =  b 
betrachtet  werden  als  erste  und  notwendige  aber  noch  nicht  hin- 
reichende Bedingung  der  Symmetrie.    Da  &'  =    /V      (vr)=a\i)  'T^ 
ist,  geht  sie  über  in: 
(1)  26  =  —  (q  —  r-fl)a. 

Sie  ist  offenbar  zu  erfüllen  und  nur  zu  erfüllen,  wenn  2b 
ein  Vielfaches  von  a  ist.  Setzen  wir  daher  2b  =  /ta,  so  läßt  sich 
die  Konstante  q  ermitteln.     Es  ist  q  =  —  (/< —  r-\-l). 

Da  jua  =  2b  immer  eine  gerade  Zahl  ist,  so  ist  /<  gerade, 
wenn  a  ungerade  ist.  Daraus  ergeben  sich  für  ungerade  a  ein- 
fache Schlüsse  bezüglich  der  Symmetrie  der  Reihen. 

Die  Erfüllung  der  ersten  Bedingung  reicht  jedoch  nicht  hin, 
um  die  Reihe  als  eine  symmetrische  zu  erkennen;  es  müssen  viel- 
mehr sämtliche  r  Bedingungen  erfüllt  sein.  Im  konkreten  Falle 
kann  man  es  prüfen,  indem  man  die  gegebenen  Zahlenwerte  der 
Konstituenten  in  die  Gleichungen  einsetzt.  Man  kann  jedoch  für 
die  verschiedenen  Werte  der  Ordnungszahl  r  die  speziellen  Formen 
der  Bedingungsgleichungen  feststellen.    Es  ergibt  sich  so  folgendes: 

a)  Für  Gleichungen  1.  Ordnung  ist  die  einzige  Bedingung 

2b  =  —  qa. 

b)  Für  Gleichungen  2.  Ordnung  genügt  ebenfalls  die  Er- 
füllung der  einen  Bedingung 

2b  =  -(q  —  l)a, 

da    die    zweite   Bedingung    c  =  c'  =  a  (|  j  -f-  b  (J ]  -|-  c  immer 
zugleich  mit  dieser  erfüllt  ist. 

c)  Für  Gleichungen  3.  Ordnung  ist  die  erste  Bedingung 

(1)  2b  =  —  (q  —  2)a. 

Mit    ihr    zugleich    erfüllt    ist    die    zweite    Bedingung 
c  =  c'  —  b'  -f-  a,  dagegen  nicht  die  dritte 

d  =  -d'  =  -a$-b$-c($-d, 

welche  nach  Elimination  von  a  in 

(2)  &(|)+3c(?)+6d  =  0 

übergeht. 

Viel  einfachere  Symmetriebedingungen  jedoch  ergeben  sich, 
wenn  wir  vorher  eine  Transformation  mit  den  Reihen  vornehmen, 
so  daß  die  Form  der  Reihe  von  der  Art  der  Symmetrie  und 
der    Lage    des    Symmetriepunktes    abhängig    wird.     Die    Art    der 
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Symmetrie  ergibt  sich  aus  dem  Wert  von  q.  Ist  q  eine  gerade  Zahl, 
so  ist  die  Symmetrie  der  Reihe  eine  unpaarige,  ist  q  eine  ungerade 
Zahl,  so  ist  sie  eine  paarige  (vgl.  §  15). 

Ist  q  eine  gerade  Zahl,  q  =  2x,  also  die  Reihe  unpaarig 
symmetrisch,  so  wird  durch  die  Substitution  m  =  x  -f-  x  der  Sym- 
metriemittelpunkt der  Reihe  zum  Anfangsglied  derselben  gemacht. 

Ist  dagegen  q  eine  ungerade  Zahl,  q  =  2xJ\-l,  also  die 
Reihe  paarig  symmetrisch,  so  wird  durch  die  Substitution  m  =  x-\-x 
der  Symmetriemittelpunkt  zwischen  x  =  0  und  x  =  1 ,  durch  die 
Substitution  m  =  x  -j-  x  -\-  1  der  Symmetriemittelpunkt  zwischen 
x  =  —  1   und  x  =  0  verlegt. 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  diese  Substitutionen  schon  an  den 
Reihen  vollzogen  sind,  so  gestalten  sich  die  Bedingungen  der 
Symmetrie  für  die  beiden  Hauptfälle  folgendermaßen: 

1.    Unpaarig    symmetrische    Reihen.      Ist    das    Nullglied 

der    Reihe    der   Symmetriemittelpunkt ,    so   ist    ( v™)  =  (~  ]  (^~.m) 

und  darum  nach  §  15  V  ==b,  c'  =  c,  d'  =  d  usw.  Die  Bedingungs- 
gleichungen der  Symmetrie  sind  dann: 


(1) 
(2) 
(3) 

(4) 


a— 2b 


-ir-s)c-2d 


a-(-2>  +  (r^)c-(^)d 


=  0 

=  0 
=  0 

=  0 


(r  —  S) 

(r-2) 
(r  —  1) 
(r) 


-ir72>  + 


r  —  3 

9 


r  — 
1 


b+' 


\    1 


C-...  +  f-f 


0 


c-...  +  f       ± 


+  h  —  h 


0 


Zu  jeder  Reihe  gehören  so  viele  Bedingungsgleichungen  als  die 
Ordnung  der  Reihe  angibt,  doch  reduzieren  sie  sich  auf  eine  ge- 
ringere Zahl,  da  die  Gleichungen  nicht  unabhängig  voneinander  sind. 
Sie  bilden  Paare.  Die  des  ersten  Paares  (1  und  2)  sind  einander 
äquivalent.    Die  des  zweiten  Paares  (3  und  4)  reduzieren  sich  auf 

'l)a  —  2&  =  0  und  —  (r~2)b  -4-  s(rT3)  c  —  6d=  0  usw.     Fällt 


^    1    /w        ""  —  "    """  \    2    J"    I    "V    1 

ein  Konstituent  aus  den  Bedingungsgleichungen  aus,  so  bleibt  er 
unbestimmt.  Bei  Reihen  gerader  Ordnung  ist  der  letzte  Kon- 
stituent immer  unbestimmt,  bei  Reihen  ungerader  Ordnung  ist 
er  0.  Für  die  Reihen  der  ersten  sechs  Ordnungen  ergeben  sich 
hiernach  folgende  Bedingungen  der  Symmetrie. 
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Reihen   1.0.  r=l,  Bedingungen:  6  =  0  — 

Reihen  2.  0.  r  =  2,  „  a  =  2b,    c  =  ^  — 


Reihen  3.0.  r  =  3,  ,,  a  =  &,      c  =  ö> 

d  =  0-  — 
Reihen  4.  0.  r  =  4,  ,,  3a  =  2b, 

—b3c—6d  =  0,     e  =  %- 


Reihen  5.0.  r=5,  ,,  2a  =  b, 


— &  +  2c  —  2rf=0,      e  =  ^, 

Reihen  6.  0.  r  =  6,  „  5a  =  2&, 

—  2&^-3c  — 2d  =  0, 
a  —  6— -c — rf  +  e  —  2/'=0,     £7  =  ö — 
usw. 

Jede  Potenz  stellt  eine  unpaarig -symmetrische  Reihe  dar, 
deren  Symmetriemittelpunkt  mit  dem  Nullglied  zusammenfällt.  Ist 
der  Exponent  geradzahlig,  so  ist  die  Symmetrie  eigentlich,  ist  er 
geradzahlig  so  ist  sie  invers.  -  Daraus  folgt,  daß  auch  jedes  Potenz- 
polynom mit  nur  geradzahligen  Exponenten  eigentlich,  jedes  mit  nur 
ungeradzahligen  Exponenten  invers- symmetrisch  ist.  —  Es  ergibt 
sich  daraus  ein  Mittel,  eine  Reihe,  welche  durch  ein  Polyform  gegeben 
ist,  auf  ihre  Symmetrie  zu  prüfen.  Ist  sie  von  gerader  Ordnung,  so 
müssen  bei  der  Verwandlung  derForm  in  ein  Potenzpolynom  die 
Koeffizienten  aller  Posten  mit  ungeraden  Exponenten,  ist  sie  von  un- 
gerader Ordnung,  alle  Posten  mit  geraden  Exponenten  Null  werden. 

Jede  Formante  von  ungerader  Ordnung  stellt  eine 
unpaarig  -  symmetrische     Reihe     dar;      denn     es     ist      allgemein 

~m    ~[r~ 1];.    Also  ist  q  =  r  —  \,  oder,  wenn  wir  r  =  2^  +  1 

setzen,  q  =  2g.  —  Durch  die  Substitution  m  =  x  —  o,  wird  daher 
das  Nullglied  x  =  0  zum  Mittelpunkt  der  Symmetrie  gemacht,  wie 

bei  den  Formen  (?) ,  (»  +  •).  r  +  2).  (*t3)'  •  •  »  foVO  '  '  '  ' 
Besteht  ein  Polyform  nur  aus  Formanten  dieser  Form,  so  stellt 
es  eine  unpaarig-symmetrische  Reihe  dar. 

2.  Paarig -symmetrische  Reihen.  —  Ist  die  Reihe  so 
geformt,    daß  das  Symmetriezentrum  zwischen  m  =  0  und  m=l 

liegt,  so  ist  \V™)  =  \r  ){v~mr  )'  ^'ieS^  das  Symmetriezentrum 
aber  zwischen  m=  —  1   und  m  =  0,  so  ist     r'"        f~       v~ m~  J. 

Setzen  wir  nun  die  erste  Form  voraus,  so  ist  im  allgemeinen  System 
der  Bedingungsgleichungen  1/  a-\-b,  c' =  b-\-c,  d'  =  c-\-d,  usw. 
zu  setzen,  und  es  ergeben  sich  folgende  Bedingungsgleichungen  der 
Symmetrie  der  Reihen : 
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(1)  ^'72)a— 26  =0 

(2)        r7>-(r73>  =<> 


(3)  (r72)«-(r7>+(r7>-2*  =0 

(4)  M--(r78)6+(r74)«-(r7^  =0 


0—3)   ('•72)a-^73)&  +  ('74)c-(',75)^4-- ••  +  /-/■       =0 

(r  — 2)  a—  6  +  c—  d  +  ...+7"±flr  —  0  =  0 

(r  —  1)  +  h  —  h  =  0 

(>)  IfÄ  +  fc  —  &  =  0 

Danach    sind    für    die    Reihen    der    ersten    sechs    Ordnungen 
die  Bedingungen  folgende: 

Reihen  1.0.  r=  1,  Bedingung:  a  =  —  26, 

Reihen  2.  O.  r  =  2,  „  6  =  0  — 

a=2b,    c=  —2d  — 
a  =  b,       c=-, 

d=0,       e=l- 
3«  =  26, 
a  — 6  +  c—  2d  =  0,       e  =  -—2f— 

2a  =  6, 

a — 6-(-c  —  a"  =  0,       e=7T> 

/  =  o,     ,=§.- 

Paarig -symmetrisch    sind    alle    Formanten    von    gerader 

m\  _  / — m  -f-  [r  —  1]\ 


Reihen 

3. 

0. 

r  =  3, 

Reihen 

4. 

0. 

r  =  4:, 

Reihen 

5. 

0. 

r  =  5, 

Reihen 

6. 

0. 

r  =  6, 

Ordnung.  Denn  da  allgemein  r.J  =  — (  7L  J ) ,  so  ist 
q  =  r — 1,  also  wenn  r  eine  gerade  Zahl  2q  ist,  q  =  2g  —  1  eine 
ungerade  Zahl.  Substituieren  wir  m  =  x-\-Q  in  [™\,  so  erhalten 
wir  Formen,    in  denen  der  Mittelpunkt  der  Symmetrie   zwischen 

x=     -1    und   x  =  0  liegt:    ("  +  1),    (*  +  2),    .  .   .,    (*  +  *).  --  Be- 

steht  ein  Polyform  nur  aus  Formanten  dieser  Form,  so  stellt  es 
eine  paarig-symmetrische  Reihe  dar. 


Eine  Reihe  erster  Ordnung  ist  symmetrisch,  wenn  sie 
zwei  invers-gleiche  Glieder  hat.  Denn  sind  die  Terme  der  gleichen 
Glieder  xx  und  x2 ,  so  ist  xx  -j-  x2  entweder  eine  gerade  oder  eine 
ungerade  Zahl.  Ist  nun  x1J\-x2  =  2x,  so  ist  {x1  —  x)  ~\~  (x2 —  x)  =  0, 
ist  x1-\-  x2  =  2x  -\-l,    so  ist   (xx  —  x)  -)-  (x2  —  x)=  1 .     Man    kann 

daher    durch    Substitution    von    x=y-\-x   in   die   Form  a\T}-\-b 
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immer  eine  Form  a'\V\-\-V  der  Reihe  herstellen,    in  welcher  die 

Summe  der  Terme  der  gleichen  Glieder  yy  =  x1  —  x  und  y2  =  %s  —  v, 
entweder  gleich  0  oder  gleich   1  ist. 

Ist  nun  a'^-f  &'  =   —a'^A  —  V  oder  a(yt  +  y2)  +  2b'  =  0, 

so  ist  entweder  V  =  0  oder  a  -j-  2b'  =  0.    In  jedem  Falle  aber  ist 
die  Bedingung  der  Symmetrie  erfüllt. 

Eine  Reihe  zweiter  Ordnung  ist  ebenfalls  symmetrisch, 
wenn  sie  zwei  gleiche  Glieder  hat.  —  Bezüglich  der  Umformung 
gilt  dasselbe  wie  für  die  Reihe  1.  Ordnung.  Hat  nun  die  umge- 
formte Reihe  zwei  gleiche  Glieder,  so  ist 

a{<£)  +  b'(»?)  +  c'  =  a(f)  +  b'(»*)  +  c' 
oder 

':$)-(*)! +4(*H?01==<>- 


Entwickeln  wir  hierin  die  Differenz  der  Formanten  2.  Ord- 
nung nach  §  12,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  a{y1Jry2) — a-\-2b'  =  0, 
woraus,  je  nachdem  wir  y1  -f-  y2  =  0  oder  yx  -j-  y2  =  1  setzen,  sich 
ergibt,  daß  entweder  die  Bedingung  der  unpaarigen  oder  der 
paarigen  Symmetrie  erfüllt  ist.  -  Hat  also  eine  Reihe  2.  Ord- 
nung ein  Paar  gleicher  Glieder,  so  hat  sie  deren  unendlich  viele, 
zum  ersten  Paar  symmetrisch  gelegene. 

Eine  Reihe  dritter  Ordnung  ist  invers-symmetrisch,  wenn 
sie  zwei  Paar  gleicher  Glieder  hat,  und  die  Terme  des  einen 
Paares  zu  denen  des  anderen  Paares  symmetrisch  liegen.  Sind  die 
einander  entsprechenden  Terme  yx  und  ?/4,  y2  und  y3  in  der  um- 
geformten Reihe,  so  ist  entweder  gleichzeitig  .Vi  ~~h  2/4  =  0  und 
Vi  ~\~  Vz  =  0  oder  y1-\-y4,=  ^  und  y2  -j-  yz  =  1,  und  in  jedem  Falle 
y1-\ryi=y2Jryz  oder  yl  —  y.1  =  y3  —  yi.  —  Aus  der  inversen 
Gleichheit  der  beiden  Gliederpaare  ergeben  sich  nun  folgende 
Gleichungen 

» [(!■)  +  ft4)]  +  b'  [(I1)  +  (I4)]  + »'  [(*)  +  (?)]  +  2d'  =  o. 

a  h) + (?)] + v  {{*£) + (2)1+ *  k*) + (?)i + ** = »■ 

aus  welchen  wegen  ^  -}-  ?/4  =  ?/2  -j-  y3  sofort 


hervorgeht.  Entwickelt  man  hierin  die  Differenzen  der  Formanten 
unter  Berücksichtigung  der  Relationen  unter  den  Termen,  so  er- 
gibt sich,  daß  immer  eine  der  Symmetriebedingungen,  entweder 
a  =  b'  oder  a=26'  erfüllt  ist,  je  nachdem  yl  -f-  yi  =  y2  -\-  yz  =  0 
oder  ^  -j-  ?/4  =  y2  -f  ?/3  =  1  gesetzt  wurde.  Mit  Hilfe  der  so  ge- 
fundenen Beziehungen  zwischen  a  und  V  läßt  sich  dann  zeigen, 
daß  auch  die  zweite  Bedingung  der  Symmetrie  in  jedem  der  beiden 
Fälle  erfüllt  ist. 
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Allgemein  gilt  der  Satz,  daß  eine  Reihe  r-ter  Ordnung  sym- 
metrisch ist,  wenn  es  r  —  1  Paare  von  gleichen  oder  invers-gleichen 
Gliedern  gibt,  welche  sämtlich  symmetrisch  zueinander  liegen. 
Im  Falle  der  unpaarigen  Symmetrie  kann  an  die  Stelle  eines 
Paares  auch  ein  einziges  Glied  treten,  das  dann  den  Symmetrie- 
punkt für  alle  Paare  bezeichnet.  —  Jede  Reihe  r-ter  Ordnung, 
welche  r  aufeinanderfolgende  gleiche  Glieder  hat,  ist  symmetrisch. 

§  23.  Allgemeine  Eigenschaften  der  Reihen,  insbesondere 
der  arithmetischen. 

I.  Die  Bewegung  der  Reihen.  —  In  bezug  auf  das  arith- 
metische Verhältnis  benachbarter  Glieder  einer  Reihe,  deren  all- 
gemeines Glied  durch  vn  bezeichnet  sei,  bestehen  drei  Möglich- 
keiten : 

(1)  vn<vn+1       oder       Avn>0 

(2)  Vn  =  Vn+1       oder       Avn  =  0 

(3)  vn>vn+1       oder       dvn<0 . 

Wir  nennen  im  ersten  Falle  die  Reihe  bei  n  steigend,  im 
zweiten  eben,  im  dritten  fallend. 

Ist  Vn-l<Vn>Vn  +  l 

oder  vn-i>vn<vn+i> 

so  findet  bei  n  ein  Richtungswechsel  der  Reihe  statt,  und 
zwar  im  ersten  Falle  ein  solcher  nach  unten,  und  vn  ist  ein 
Maximum  der  Reihe,  im  zweiten  Falle  nach  oben,  und  vn  ist 
ein  Minimum  der  Reihe.  Beide  Maximum  und  Minimum  be- 
zeichnen wir  auch  mit  dem  gemeinsamen  Namen  Extremum. 

Sind  mehrere  aufeinanderfolgende  Glieder  einander  gleich,  so 
bilden  sie  eine  ebene  Strecke.     Ist  nun 

Vn  -1  <  K  =  Vn+1  =  '    '    •  =  V»+p  -  1  >  Vn+P 

oder 

vn_1>vn  =  vn+1=  .  .  .=vn+p_1<vn+p, 

so  ist  die  Strecke  von  vn  bis  vn  ,  1  eine  Extremstrecke  und 
zwar  im  ersten  Falle  eine  Maximal-,  im  zweiten  eine  Minimal- 
strecke.  —  Ist  dagegen  die  Richtung  der  Reihe  an  beiden  Enden 
einer  ebenen  Strecke  dieselbe,  so  heißt  die  Strecke  eine  Wende- 
strecke. 

Alle  richtungsbeständigen  Teile  einer  Reihe  nennen  wir 
Strecken,  steigende,  ebene,  fallende.  Eine  Reihe  kann  aus  un- 
endlich vielen  Strecken  bestehen.  Ist  die  Anzahl  der  Strecken 
endlich,  so  besitzt  die  Reihe  zwei  Endstrecken,  und  umge- 
kehrt, besitzt  eine  Reihe  zwei  Endstrecken,  so  ist  die  Anzahl  ihrer 
Strecken  endlich ;  denn  zwischen  den  beiden  endlichen  Grenzgliedern 
der  Endstrecken  liegt  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern,  welche 
offenbar  auch  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Strecken  bilden  können. 
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Die  arithmetischen  Reihen  haben  immer  zwei  Endstrecken, 
denn  läßt  man  die  absoluten  Beträge  der  Terme  wachsen,  so  ist 
von  einem  bestimmten  positiven  wie  negativen  Terme  an  der 
absolute  Betrag  des  Postens  mit  der  höchsten  Formante  größer 
als  der  der  Summe  aller  übrigen  Posten  (§  8).  Der  höchste  Posten 
bzw.  die  Hauptkonstituente  der  Reihe  entscheidet  also  über  das 
Vorzeichen  der  Glieder  der  Reihe.  Von  jenem  Terme  an  sind 
daher  die  Glieder  zeichenbeständig,  bis  sie  für  den  unendlich  hohen 
Term  positiv  oder  negativ  unendlich  werden.  Die  arithmetische 
Reihe  hat  also  eine  endliche  Anzahl  von  Strecken. 

Ist  die  Reihe  gerader  Ordnung,  so  sind  die  Endstrecken 
oder  deren  unendlichen  Endglieder  gleichen  Vorzeichens.  Die  Glieder 
der  Reihe  sind  dann  auf  einen  einseitig  begrenzten  Teil  der  natür- 
lichen Zahlenreihe  beschränkt.  Ist  dagegen  die  Reihe  ungerader 
Ordnung,  so  wird  die  Endstrecke  oder  die  unendlichen  Endglieder 
entgegengesetzten  Vorzeichens  und  die  Glieder  der  Reihe  gehören 
der  ganzen  natürlichen  Zahlenreihe  an,  d.  h.  es  gibt  sowohl  Glieder, 
welche  größer,  als  solche,  welche  kleiner  sind  als  irgend  eine  Zahl 
dieser  Reihe.  Reihen  gerader  Ordnung  haben  daher  absolute 
Extreme,  Reihen  ungerader  Ordnung  nicht. 

Da  die  Strecken  einer  Reihe  immer  abwechselnd  verschieden 
gerichtet  sind,  liegt  zwischen  zwei  gleichgerichteten  Strecken 
immer  eine  ungerade  Anzahl  von  Strecken,  also  mindestens 
eine,  zwischen  zwei  ungleichgerichteten  dagegen  eine  gerade 
Anzahl  oder  keine  Strecke.  —  Da  nun  die  arithmetische  Reihe 
gerader  Ordnung  ungleichgerichtete  Endstrecken  hat,  hat  sie 
eine  gerade  Anzahl  von  Strecken,  während  die  arithmetische 
Reihe  ungerader  Ordnung  gleichgerichtete  Endstrecken  und 
darum  eine  ungerade  Anzahl  von  Strecken  besitzt. 

II.  Die  Zeichenwechsel  der  Reihe.  —  Haben  zwei  Glieder 
einer  Reihe  verschiedene  Vorzeichen,  so  liegt  zwischen  ihnen  eine  un- 
gerade Anzahl  von  Zeichenwechseln.  Eine  arithmetische  Reihe 
ungerader  Ordnung,  deren  Endglieder  -)- oo  und  — co  sind,  er- 
leidet daher  immer  mindestens  an  einer  Stelle  einen  Zeichen- 
wechsel, während  eine  Reihe  gerader  Ordnung  ganz  ohne 
Zeichenwechsel  verlaufen  kann.  —  Nur  ein  Zeichenwechsel  liegt 
zwischen  zwei  Gliedern  ungleichen  Vorzeichens,  wenn  sie  entweder 
benachbart  oder  durch  lauter  Nullglieder  voneinander  getrennt  sind. 

Der  Zeichenwechsel  kann  in  steigender  Strecke  oder  in  fallen- 
der Strecke  stattfinden,  oder,  wie  wir  ihn  dann  kurz  bezeichnen, 
steigen.d  oder  fallend  sein.  Steigende  und  fallende  Zeichen- 
wechsel wechseln  regelmäßig  miteinander  ab,  weshalb  zwischen 
zwei  gleichartigen  Zeichenwechseln  immer  eine  ungerade  Anzahl, 
zwischen  zwei  verschiedenartigen  Zeichenwechseln  immer  eine 
gerade  Anzahl  von  Zeichenwechseln  oder  keiner  liegt. 

Zwischen  zwei  Zeichenwechseln  liegt  immer  mindestens  ein 
Richtungswechsel ,  während  umgekehrt  zwischen  zwei  Richtungs- 
wechseln kein  Zeichenwechsel  stattzufinden  braucht.  Zwischen 
zwei  benachbarten  Zeichenwechseln  liegt  also  notwendig  ein  Rieh- 
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tungswechsel ,  während  zwischen  zwei  benachbarten  Richtungs- 
wechseln, d.  h.  in  einer  Strecke,  kein  Zeichenwechsel  statt- 
zufinden braucht  und  nur  einer  möglich  ist. 

Ob  in  einer  Strecke  ein  Zeichenwechsel  stattfindet  oder  nicht, 
erkennt  man  am  entgegengesetzten  Vorzeichen  der  Endglieder  der 
Strecke.  Über  die  Zeichenwechsel  einer  Reihe  gibt  daher  die 
Reihe  der  Endglieder  der  Strecken  Auskunft.  Findet  in 
sämtlichen  Strecken  der  Reihe  Zeichenwechsel  statt,  so  hat  die 
Reihe  der  Endglieder  abwechselnd  positive  und  negative  Glieder. 
Fällt  nun  der  Zeichenwechsel  in  einer  Strecke  aus,  so  verschwindet 
er  notwendig  auch  in  einer  der  benachbarten  Strecken.  Die 
Zeichenwechsel  können  daher  nur  paarweis  ausfallen.  Nennen 
wir  daher  s  die  Anzahl  der  Strecken  einer  Reihe,  z  die  Anzahl 
der  Strecken  mit  Zeichenwechsel,  so  ist  der  Defekt  der  Zeichen- 
w'echsel  der  Reihe  s  —  z  immer  eine  gerade  positive  Zahl. 

III.  Der  Zusammenhang  zwischen  dem  Richtungs- 
wechsel einer  Reihe  und  dem  Zeichenwechsel  ihrer 
Differenzreihe.  —  Findet  in  einer  Reihe  bei  einem  Gliede  oder 
einer  ebenen  Strecke  ein  Richtungswechsel  statt,  ist  also 

Vn-l>Vn  =  Vn  +  l=-    ■    ■=Vn  +  r-l<Vn  +  r 

oder  vn_1<vn  =  vn+1=  .  .  .  =vn  +  r_1>vn  +  r, 

so  ist  J^n_x<0<Jvn+,._1 

oder  J«H_j  >  0  >>  JvH  ,  r_1     und  vice  versa. 

Jedem  Richtungswechsel  in  der  Reihe  entspricht  also  ein 
Zeichenwechsel  in  der  Differenzreihe  und  umgekehrt.  In  der 
Untersuchung  der  Differenzreihe  auf  ihre  Zeichenwechsel  haben 
wir  also  ein  Mittel,  die  Richtungswechsel  und  damit  die  Extreme 
der  Reihe  nach  Lage  und  Zahl  festzustellen.  Auf  arithmetische 
Reihen  angewandt,  gestaltet  sich  diese  Untersuchung  folgender- 
maßen. Die  r-te  Differenzreihe  der  Reihe  (v™)=a[r)  -f-  b(  _^J 
-\-  c  (  ^_  Q)  -}-  .  .  .  -\-  k  ist  a,  die  r  —  1-te  ist  die  Reihe  1.  Ord- 
nung a\V)-\-b.  Als  Reihe  ungerader  Ordnung  erleidet  sie  immer 
einen  Zeichenwechsel.  Ihm  entspricht  ein  Richtungswechsel  in 
der  r  —  2-ten  Differenzreihe  a\Z)  +  bi  ^)  -j-  c.    Sie  besteht  aus  zwei 

Strecken,  in  denen  beiden  Zeichenwechsel  stattfinden  können,  aber 
nicht  müssen.  Finden  sie  statt,  so  erfährt  die  nächstvorhergehende 
Differenzreihe  an  zwei  Stellen  Richtungswechsel  und  zerfällt  in 
drei  Strecken,    die  wiederum   auf  Zeichenwechsel   zu   untersuchen 

sind.  Man  fährt  so  fort  bis  man  zur  gegebenen  Reihe  (v™)  ge- 
langt, deren  Strecken  und  Zeichenwechsel  zu  ermitteln  die  Auf- 
gabe war. 

Nehmen  wir  an,  daß  in  sämtlichen  untersuchten  Reihen  in 
jeder  Strecke  ein  Zeichenwechsel  stattfand,  so  erfährt  die  arith- 


42  Die  Zahlenreihen. 

metische  Reihe  r-ter  Ordnung  r  —  1  Richtungswechsel, 
sie  zerfällt  daher  in  r  Strecken  und  ist  r  Zeichenwechseln 
unterworfen.  Diese  Annahme  stellt  jedoch  nur  einen  Maximal- 
fall dar.  Es  ist  auch  möglich,  daß  eine  der  Differenzreihen  einen 
Defekt  an  Zeichenwechseln  zeigt,  der  bei  Reihen  gerader  Ordnung 
bis  zum  Verschwinden  aller  Zeichenwechsel  führen  kann,  Avährend 
das  Minimum  bei  Reihen  ungerader  Ordnung  immer  1  ist.  - 
Die  Möglichkeit  des  Maximalfalles  sowie  des  Minimalfalles  läßt 
sich  leicht  an  Beispielen  zeigen.  Die  Anzahl  der  Zeichen- 
wechsel einer  Reihe  beträgt  also  tatsächlich  bei  Reihen  gerader 
Ordnung   0  bis  r,    bei  Reihen   ungerader  Ordnung   1   bis  r. 


IL  Die  Zahlenreihen  mit  unbegrenzten  Formen. 

§  24.   Unbegrenzte  Formen. 

Die  Form  der  arithmetischen  Reihe  ist  gekennzeichnet  durch 
die  begrenzte  Anzahl  ihrer  Posten,  die  der  Anzahl  ihrer  Konsti- 
tuenten entspricht.  Diese  sind  unmittelbar  durch  spezielle  Auf- 
zählung gegeben.  —  Die  Konstituenten  einer  Reihe  können  aber 
auch  generell  gegeben  sein  durch  ein  Bildungsgesetz  oder  eine 
Form.  Es  lassen  sich  dann  beliebig  viele  Konstituenten  berechnen 
und  aus  diesen  Reihen  bilden,  deren  Formen  nicht  aus  einer  kon- 
stanten, sondern  aus  einer  mit  dem  Term  wachsenden  Zahl  von 
Posten  bestehen.  Wir  nennen  sie  daher  unbegrenzte  Formen. 
Die  durch  sie  definierten  Reihen  haben  im  Gegensatz  zu  den 
arithmetischen  unendlich  viele  Differenzreihen. 

Sind  die  Konstituenten  durch  die  Form  f(x)  gegeben  und  sind 
/(0),  /(l),  /(2),  .  .  .,  f\x)  die  ersten  x -f-  1  Konstituenten,  so  lassen 
sich  aus  ihnen  verschiedene  Reihen  bilden,  je  nachdem  man  sie 
als  A-  oder  .B- Konstituenten  betrachtet,  und  ferner  wird  zu  unter- 
scheiden sein,  ob  /'(0)  oder  f(x)  der  Hauptkonsument  ist. 

1.  Die  Konstituenten  seien  .4 -Konstituenten  und  f(x)  der 
Hauptkonstituent.     Die  Reihe  ist  dann 


^)=Ao)+/p(i)(j)+/P(2)(;)+...+jr(*-i)(,i1)+A*)(; 

und     die      erste     Differenzreihe      mit     Rücksicht      darauf,      daß 

(40=°. 

AF(x)  =  /'(l)  +/'(2)  (*)  +  A3)  (2)  +  •  •  •  +  m  (*-i)  +  fl*+I>( 

Ist  f(0)  der  Hauptkonstituent,  so  ist  die  Reihe 

F(x)  =  f(x)  +  f(x-l)(f)  +  f(x-2)$  +  ...  +  f(l)\x^1)+f(0) 

von   der  ersten  nicht   verschieden,    wie    sich    unmittelbar    ergibt, 
wenn  wir  auf  die  Formanten  das  Reversionsgesetz  §  4,  4  anwenden. 
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2.  Sind  die  Konstituenten  B- Konstituenten,  und  f(x)  die 
Hauptkonstituente,  so  ist  die  Reihe 

o(x) = no) + ai)  [*] + m)  [;]+...+«*- 1)  [.ij + a*o  [*] 

und  die  erste  Differenzreihe 

JG(^)=/'(l)+/-(2)[It1J+A3)[Xt!]  +  --+/,WS±!]+^  +  l)[a:t1] 

+  «»  +  D[.+l]- 
Ihre  Form  ist  bis  auf  den  letzten  Posten  regelmäßig  gebildet. 
Ist  dagegen  f(0)  die  Hauptkonstituente,  so  ist  die  Reihe 

H(*)=^)+A*-i)[j]4-r(*-2)[;]  +  ...+Ai)i[Bli]+A0)[*]. 

die  von  6r(#)  wesentlich  verschieden  ist.     Es  ist 

H(x  +  l)  =  f(x  +  l)  +  f(x)[x+1]+f{x-l)[x+l]+... 

+M['t1]+m[:$W- 

Die  Form  der  Differenzreihe  ist  in  diesem  Falle  keine  einfache. 

3.  Von  besonderem  Interesse  sind  folgende  Reihen  unbegrenzter 
Form: 

ÄV(*)=A0)(j]+/p(i)[.I1]  +  A2)[jrI2]+...+«*-i)[J]+A*) 
ÄV(*)=A0)g]+m)[aIi]  +  /f(2)[iI2]+»-+/p(*-i)[?]+A*) 

Sie  stellen  die  Summen  der  Konstituenten,  die  Summen 
der  Summen  oder  Summen  zweiter  Stufe,  die  Summen  dritter 
Stufe  usw.  dar. 

Die  Reihen  von  der  Form  H(x)  bestehen  aus  Gliedern,  die 
auch  in  diesem  System  vorkommen,  da  allgemein  H(ri)  =  Snf{ri). 
Die  Reihen  H  (x)  bilden  also  Diagonalreihen  im  System  der  Summen- 
reihen. Die  Differenzreihe  der  Sumenreihen  r-ter  Stufe  ist 

^m=ao)[;z1]  +fli)[r71]  +A2)[;zl] +... 

+  f(x)  [r^1]  +  fix  -f  1)  =  S"*f{z  +  1), 
also   ArSrf{x)=S°f{z  +  r)  =  f(z  +  r). 
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4.  Reihen  von  unbegrenzter  Form  können  natürlich  auch  durch 
andere  Formen  als  die  bisher  betrachteten  gegeben  werden,  z.  B. 

sind  die  Diagonalreihen  des  Systems   der  Formanten    x^_l     und 
[^Z^ij  Reihen  unbegrenzter  Form.     Kennt  man  irgend  eine  Form 


F(x)  der  Reihe,  so  ist  sie  auf  die  Normalform  zu  bringen,  indem 
man  die  Formen   der  Differenzreihen   bildet.     Es  ist 

F(x)  -  ^(0)  +  I  F(0)  (*)  +  A*F(0)  (g)  +  •  •  ■  +  1^(0)  (* 

5.  Alle  Reihen  rationaler  Zahlen  sind  entweder  arithmetische 
Reihen,  oder  Reihen  von  unbegrenzter  Form.  Neben  ihnen  gibt 
es  nur  noch  die  kontinuierlichen  Reihen  irrationaler  Zahlen,  deren 
allgemeine  Form  die  Taylor  sehe  Reihe  mit  unendlicher  Anzahl 
der  Posten  ist.  Die  Form  eines  unendlichen  Potenzpolynoms 
kann  auch  bei  diesen  Reihen  manchmal  mit  Vorteil  in  die  eines 
unendlichen  Polyforms  verwandelt  werden. 

§  25.    Exponentialreihen. 

1.  Machen  wir  die  Potenzen  der  konstanten  Basis  a,  also  die 
geometrische  Reihe  1,  a,  a2,  a3,  .  .  .,  ax,  ...  zu  Konstituenten 
einer  Reihe  unbegrenzter  Form,  setzen  wir  also  f(x)  =  ax,  so 
entsteht  die  Exponentialreihe: 

(1)  G(ax)  =  l  +  a(j)+a*(*)-{-...+ax(l 

Die  erste  Differenzreihe  derselben  ist 


Allgemein  ist  daher  JrG(ax)  =  arG(ax).  Da  nun  zugleich 
AG{ax)  =  G{ax  +  1)  —  G{ax),  so  ist 

(2)  G{a*  +  1)  =  (a-{-l)Q{a*). 

Damit  ist  ein  Bildungsgesetz  gewonnen,  mit  dessen  Hilfe 
man  jedes  Glied  der  Exponentialreihe  aus  dem  vorhergehenden 
berechnen  kann.  Da  nun  nach  (1)  G(a°)  —  1,  so  ist  G(a)  =  {a-\-  1), 
G{a2)  =  (a-f-  l)2,  ...,  G(ax)  =  (a  -j-  l)x.    Es  gilt  also  die  Gleichung 

(3)  («+l)^l-f«(j)  +  a2@  +  ...+  a-  (*)  . 

Die  Exponentialreihe,  deren  Konstituenten  eine  geometrische 
Reihe  bilden,  ist  also  wiederum  eine  geometrische  Reihe  mit  um 
1   erhöhter  Basis. 

Setzen  wir  in  (3)  a=l,  so  ergibt  sich 
(*)  2*=  !  +  ©  +  ©  +  •••  +  (* 

und  »-«=;)+©+•■•+.- 
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Die  Reihe  (4)  hat  die  Eigentümlichkeit,  daß  ihre  sämtlichen 
Difi'erenzreihen  ihr  selbst  gleich  sind.    Es  ist  allgemein  Jr2z=  2X. 

2.  Macht  man  nicht  die  ununterbrochene  Reihe  der  Potenzen, 
sondern  die  intermittierenden  Reihen 

0,  1,  0,  a,  0,    a~,  0,    a3, .  .  . 

1,  0,  a,  0,  a2,  0,    a3,  0,   .  .  . 

zu   Konstituenten,    so   erhält   man  die  intermittierenden    Ex- 
ponentialreihen 

2* 2  x 1 

Go(a^(f)  +  a(;)+^g)  +  ...+a"rL!1)  oder  +  a~< 


(5)  . 

<?1(a«)==  1   +aß)+a2ß)  +  -  --+«2ß)    oder  - 


X—  1 

2      /      X 


wo  der  erste  oder  zweite  Endposten  gilt,  je  nachem  x  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  ist.  Man  unterscheidet  diese  Fälle  besser, 
indem  man  x  =  2y  bzw.  x=2y-\-\  setzt.     Es  ist  dann 


(6) 


o.(.2»+i)=(2»+,)+«(s»,+i)+«,(s,,.+,)+-  ••+a""1 

ö,p)        =l  +  a(2|)  +  ^(2/)  +  .:.  +  o!' 


Die   Bildung    der  Differenzreihen    führt    zu   folgenden    gegen- 
seitigen Beziehungen 

AG0(ax)  =  G1{ax),       AG±(ax)  =  aG0(ax) 

A2G0(ax)         =  aG0(ax),    A2G1(ax)  =  aG1{ax) 

A3G0(ax)         =aG1(ax),    A2G1{ax)  =a2G0(ax) 

Ä2rG0(ax)       =arG0(ax),  A2rG1  {ax),      ^-arG±(ax) 

\ir+1G0{a')==arQ1{a*),  A^+1G1(ax)  =  ar+1G0(ax). 

Aus    dem    ersten   Paar    dieser   Beziehungen   ergeben  sich    die 
Bildungsgesetze 

(8)      G0(a»+i)  =  Ga{a?)  +  G1(a»),  G1[a'  +  1)  =  aG0{a»)  +  Q1(a*). 

Jedoch  ergeben  sich  aus  diesen  nicht,    wie  bei  der  einfachen 
Exponentialreihe,  Beziehungen  zu  einfacheren  Reihenformen. 
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3.  Die  iterierten  Summen  der  geometrischen  Reihe  sind  (§  9) 
Sa*  =  l   +a  -fa2  -fa3  +...  +  aa;-1      +a* 

ff«.«[3+a[.i1]+a«[,Ia]  +  oF[.iI]  +  ...  +  ^i|3+^ 


^=[:]+a[^1]  +  a-[.-l8]  +  a-[,I8]  +  ...  +  fl.-i[j]+«-. 

Diese  Formen  lassen  sich  nun  mit  Hilfe  der  Exponentialreihe 
anders  darstellen.     Da  nämlich 

oP  =  i  +  (a-l)(j)  +  (a-l)»(;)  +  (a-l)»(;)  +  ...  +  (a-l)-(« 
so  ist  nach  dem  Summengesetz 

s»*-i=:©+(«-i)(l)+(«-i)2©+...+(«-i)»-i(3=^- 

Ebenso  ergibt  sich  durch  abermalige  Anwendung  des  Summen- 

§esetzes  B._ri+(._i)(*y| 


Ä2a^-2  = 


und  allgemein 

8rdx~r 
oder  auch 


(«  — l)2 

#\     i  i     /  ,,r/      X 


**_    !  +  («-!)  ff  +...  +  (a-lf  fJl 


(«-!)' 


x —  r 

'  X 


&  a*~  *  =  £)  +  (a  - 1)  (4 !  j  +  •  •  •  +  («  - 1) 
woraus  sich 

#a*-r  —  (a  —  1) #  + J a*-fr+  «  =  (*)  ergibt. 

Aus  dem  Bildungsgesetz  der  Reihen  folgt 
Sra*  +  1  —  Sra*  =  Sr-1a*  +  1. 

§  26.   Die  nietarithmetischen  Reihen. 

Eine  wichtige  Klasse  der  Reihen  mit  unbegrenzter  Form  sind 
nun  diejenigen,  deren  Konstituentenreihen  arithmetische  Reihen 
sind.  Wir  nennen  sie  daher  metarithmetische.  Die  allgemeine 
Form  dieser  Reihen  ist  also 

«)  (s) + («"  t ')  © + K  t2)  © + •  •  ■ + («"  t  ■)  (:)  • 

Durch  Substitution  von  z  für  a  -f-  #  in  die  Konstituenten - 
reihe  (va_       I  können  wir  sie  immer  auf  die  Form 


'")©  +  ("')©  +  «©  +  •••+«)© 

bringen,  in  welcher  der  Term  des  Koeffizienten  mit  der  Ordnungs- 
zahl der  zugehörigen  Formante  übereinstimmt.  Diese  Normal- 
form wollen  wir  zur  Abkürzung  durch  \{%)  [Z)\  bezeichnen. 
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Die  Differenzreihen  der  metarithmetischen  Reihen  haben  dann 
die  allgemeine  Form 

d)  J'IW  (:)}={(*"  t ')(:)} 

Ist     (<)  =  0(»)+6(41)  +  c(^2)+...  +  A(»)  +  i, 
so  ist 

{«)(:)>=-{«.©}+*{(r-»)(5>+-{(r--)(:)}+- 

+*.{(?)(:)}+*■ 

d.  h.  die  Reihe  läßt  sich  auffassen  als  eine  Summe  von  Elementar- 
reihen von  der  Form  {(«)uj!  und  die  weitere  Theorie  der  met- 
arithmetischen Reihen  kann  sich  daher  begnügen,  diese  Elementar- 
reihen zu  behandeln. 
Nun  ist 

woraus  vermittelst  der  Relation  (^^(^^(j)^")  (§  7,  2a) 

<2>  {(;)  (:)} ={0  (:=;)}  - (;) K*t  p) + Ci  ')+('i')+ . .  • 


+  (*  =  ;}J  =  W  •  2         <§  25'  4>  hervorgeht. 

Die  nach  §  1 6  gebildeten  Differenzreihen  haben  die  allgemeine 
Form 

Ä)(i)}-*-'MA)+M?)(*-"«+0 

Ist  p=  1,  so  ist 

{(?)(S)}  =  (?)  +  2(i)+3(;)+.-'.  +  a:(:)  =  (?)2«- 

-d  z/"{(?)(:)}=2*-i[2«+@]. 

§  27.  Arithmetische  Reihen  mit  Beziehungen  zu  nicht  arithmetischen. 

1.  Wenn  wir  in  dem  Theorem  (3)  über  die  Exponentialreihe  die 
Variable  wechseln,  indem  wir  die  Basis  variabel  machen  und  x 
für  a  setzen,  dagegen  den  Exponenten,  der  mit  n  bezeichnet 
werde,  konstant  machen,  so  ergibt  sich  das  Theorem 

n 


(1)  (l  +  *)"  =  l  +  (TJ*+(2J*,  +  --'-+^* 

woraus    durch   Ersetzung  von   x  durch    den   Bruch   —  der  bino- 
mische Lehrsatz  (für  Potenzen) 

(2)      («+y)«=«»+ffl*""1y+S)*""V+... +(;)»■ 
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hervorgeht,  der  ein  Analogon  zu  der  Entwicklung  der  binomischen 
Formanten  (§  13)  darstellt.  Die  Exponentialreihe  von  unbegrenzter 
Form  geht  also  durch  die  Vertauschung  der  Konstanten  und 
Variablen  in  eine  arithmetische  Reihe  über. 

Die  Differenzreihen   der  einfachen  Potenzreihe  xn  lassen   sich 
am  einfachsten  bilden  mittelst  ihres  Polyforms 

*•  =Kl  (I)  +KI  © +KI  (?) +-+KI  («)  • 

doch  sind  auch  die  Polynome  der  Differenzreihen  von  Interesse. 
Aus  ( 1 )  ergibt  sich  einfach 

j*»=i+(?)z+(»y +(»)**+...+(„»  ,)*»-!. 

Die  zweite  Differenz 


geht   nach  Entwicklung   und  Ordnung  der  Posten  nach  Potenzen 
von  x  und  mit  Benutzung  von  §  26  (2)  über  in 


j2xn  =  (2«  _  2)  -f  (2»~ 1  —  2)  (J)  x  -f-  (2»-2—  2)  g)  x2  -f  .  .  . 
-f  (23  —  2)  (j)  x»  - 3  +  (22  —  2)  (l)  xn ~ 2 

=/f n  +/&  -  1  (l )  X  +Kn  -  2  (S)  *■  +  •  •  ' 

+^3(s)^-3+Al(2)^-2- 

2.   Die   Summe  der  n-ten.  Potenzen  der  x — 1  ersten   natür- 
lichen Zahlen 

X  —  1 

1M  +  2B  -f-3M  +  .  .  .-\-(x  —  \)n  =  2xn  =  S(x  —  1)» 

o 

ist  eine  arithmetische  Reihe  w-j-1-ter  Ordnung,    deren  Form 

sich  folgendermaßen  einfach  ergibt.     Wird  xn  als  Polyform 


dargestellt,  so  ist  nach  dem  Summengesetz  (§  9,  2) 

,3)  2>  -  «0  - 1)"  =tfl  (S)  +/ß  (?)  +/ß  (f)  +  •  •  • 


o 

+ A^"  »     (»)  + A  ra  (n  + 1 

Während  die  ursprüngliche  Definition  nur  für  ganzzahlige 
Werte  von  x  Sinn  hatte,  läßt  sich  diese  auch  auf  gebrochene 
Werte  von  x  ausdehnen.  Die  Form  stellt  dann  die  Jacob  Ber- 
noullische  Funktion  dar.  -  -  Zu  derselben  Reihenform  gelangt 
man  auch  auf  folgendem,  sonst  üblichen  Wege: 
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Es  ist  nach  (1) 

1«=1 

2»  =  1+       (?)        + 

(s)  +■■•+    (.-.)    +  (:) 

3"  =  1+    2^)        +     4 

,(;)    +..4-»-i(„»1)     +  2»  (;) 

x»=l  +  (x—  1)  (")  +  (*" 

_i).(;)+...+(*-i)^i(,^)+(1r-i).(;) 

£a*  =  aj+jS(a-l)(j)+£(a 

■.-i)'($i-...+8{x-iY*->(n\)+S(z-iy>(l). 

Da    nun    £a?w —  Ä(a; 

—  l)n  =  xn,    so    ergibt    sich    hieraus    die 

Relation 

welche  eine  Rekursionsformel  darstellt,  welche  die  Summen  S (x  —  1), 
8(x — l)2  usw.  nacheinander  zu  berechnen  gestattet,  indem  man 
n  =  2,  3,  usw.  setzt.     Gibt  man  hierbei  xn  —  x  die  Form 

so  erhält  man  die  Potenzsummen  in  der  Form  (3). 

Vergleicht  man  diese  einfache  Form  und  deren  einfache  Ab- 
leitung aus  dem  Summengesetz  der  arithmetischen  Reihen  mit  der 
zuerst  von  Euler  gegebenen  allgemeinen  Form  als  Potenzpolynom 
mit  den  Bernoullischen  Zahlen  als  Koeffizienten,  so  erhellt  der 
außerordentliche  Vorteil  der  Darstellung  der  Reihenformen  als 
Polyforme  und  ihrer  Behandlung  nach  den  damit  gegebenen  Me- 
thoden. Der  Übergang  von  Polyforrnen  zu  Polynomen  ist  ja,  wenn 
diese  Form  vorgezogen  werden  sollte,  immer  einfach  zu  vollziehen. 

Setzen  wir  nämlich  in  (3)  für  die  Formanten  die  entsprechenden 
Polynome  ein,  so  ergibt  sich  die  Form 

(4)    S(x  —  l)n 

=  \~Kn'  ~2  +A  n  '    3         K  n  '  4H  ■  •  •  +  \n-\-l)K  n    ^ZT 


{      r11         rr2         riz  f1  n  \ 

i  if i . k^ _/^2.  ki 4-/^3 . k2 .    4-f-1) vn-  L/*~- y 

~\J\n      2!         J\n      3!       '  IV»       4!  '    ""    '   V  ?l    J J\  n    («  +  1)!/ 

/  ri2  y^3  /^U  ri  n    \ 

i    \K  n'~3\        K  n '  ~£T  +/\  n'~KT~      '   * ' '  ~^[n—l)K  n '  JjTTT)  \r 
+ ' 

-I      l^n~l  °       -fc™      ^  1 

~I\/Y     n    "        nt  A.w'(n-|-1)! 

CS 


+  Kl 

Voigt,  Theorie  der  Zahlenreihen. 
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oder,  mit  Hilfe  der  gekürzten  Konformanten  ausgedrückt  und  in 
umgekehrter  Reihenfolge  der  Posten  geschrieben: 

+L\J<'lCl-lK'\lCn-^^K\'Cnfy'-' 

1      T/r'n  f^n Ljy'n— l  j^n—\   I       1     r/')i-2/^f))-2 

„       lA   «17  3        ,jA      »    O    2    T«-lA      »    U      1 

-I — 

I  

\\\n)^~+\I\n\jn—\       \n)nt\      n    \J  n— 2  ~T~  •  •  • 
~~  3/Y  »Gl+  2i\  w  G  oj  ^ 
^f  1/  V  n       \n  )  nlv     n      \    "  ' 

+\Kl-kKW*K1> 


Aus  den  Formen  der  Koeffizienten  der  Potenzen  von  x  lassen 
sich  die  Bernoullischen  Zahlen  leicht  berechnen. 


Zweiter  Teil. 

Die  Beziehungen  der  Reihen. 

§  28.  Beziehungen  von  Zahlen  zu  Zahlenreihen. 

Bisher  wurden  die  Zahlenreihen  für  sich  betrachtet.  Weder 
einzelne  Zahlen  noch  andere  Zahlenreihen  wurden  zu  ihnen  in 
Verbindung  gesetzt,  außer  in  die  der  Zugehörigkeit  zu  der  ge- 
gebenen Reihe  oder  .der  Identität  ihrer  Glieder  mit  denen  der 
gegebenen  Reihe.  Wir  dehnen  nunmehr  die  Untersuchung  aus  auf 
Zahlen,  welche  nicht  oder  wenigstens  nicht  immer  oder  nicht  not- 
wendig der  gegebenen  Reihe  als  Glieder  angehören,  dieser  also  als 
fremde  Elemente  gegenübertreten.  Die  Untersuchung  wird  sich 
naturgemäß  gliedern  in  die  der  Beziehung  einzelner  Zahlen 
zu  Zahlenreihen  und  in  die  der  Beziehung  mehrerer  Reihen 
zueinander. 

I.  Die  Beziehungen  einzelner  Zahlen  zu 
Zahlenreihen. 

§  29.    Die  Lage  einer  Zahl  in  einer  Reihe. 

Es  seif(x)  die  Form  einer  Zahlenreihe  und  f{x0),  (fxj,  f(x2),  .  . ., 
f(x)  eine  Strecke  dieser  Reihe.  Eine  Zahl  n  kann  dann  zu 
dieser  Strecke  in  folgenden  Beziehungen  stehen: 

1.  Es  ist  für  jeden  Term  der  Strecke  n<^f(x). 

2.  Es  ist  für  jeden  Term  der  Strecke  f{x)  <C  n. 

3.  Es  gilt  keine  dieser  beiden  Beziehungen. 

In  den  Fällen  1  und  2  liegt  n  außerhalb  der  Strecke,  im 
Falle  3  liegt  n  in  der  Strecke.  Allein  mit  diesem  letzteren  Falle 
haben  wir  uns  hier  zu  beschäftigen. 

Liegt  also  n  in  der  obigen  Strecke,  die  wir  kurz  mit  f(x{)% 
bezeichnen  wollen,  so  sind  wiederum  zwei  Fälle  möglich,  nämlich 

1.  Es  ist  n  ein  Glied  der  Strecke  oder  es  ist 
(1)  n  =  f(xn); 

2.  Es  ist  n  kein  Glied  der  Strecke. 

4* 
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Im  zweiten  Falle  können  wir  die  Glieder  der  Strecke  in  zwei 
Gruppen  teilen,  nämlich  in  die,  welche  kleiner  als  n  sind,  und 
in  die,  welche  größer  als  n  sind.  Ist  die  Strecke  eine  steigende, 
so  gehen  die  Glieder  der  ersten  Gruppe  voraus.  Ist  das  größte 
Glied  dieser  Gruppe  f(xn),  so  ist 

(2a)  f(xn)<   n      f{nn-\  1) 

oder  es  liegt  n  zwischen  den  Gliedern  f{xn)  und  f{xn-\-\). —  Ist 
dagegen  die  Strecke  eine  fallende,  so  gehen  die  größeren  Glieder, 
also  die  der  zweiten  Gruppe  n,  vorauf.  Ist  nun  f(xn)  das  kleinste 
Glied  dieser  Gruppe,  so  ist 

(2  b)  /K+ixx/K)- 

Die  Doppelrelationen  (2a)  und  (2b),  welche  wir  Limitationen 
von  n  in  der  Strecke  nennen,    lassen   sich  auch   auf  die  Formen 

(3a)  0<n  —  f(xn)<Af(xn), 

(3b)  Af(xJ  <n-f(xn)<0, 

oder 

(4a)  0<f(xn+l)-n<Af(xn), 

(4b)  Af(xn)<f(xn+l)  —  n<0, 

bringen.  In  diesen  bezeichnen  wir  n  —  f(xn)  =  r  als  den  Rest 
von  n  in  der  Strecke,  f(xn-\-\)  —  n  =  t  als  den  Defekt  von  n 
in  der  Strecke. 

Es  ist  also  in  steigender  Strecke 
(5a)  0<r<Af(xu),     0<t<Af(xn), 

in  fallender  Strecke 

(5  b)  A  f{xn)  <  r  <  0,     J  f(xn)  <t<0. 

Rest  und  Defekt   sind   also  in  steigender  Strecke   positiv,   in 
fallender  Strecke  negativ,  wie  die  Differenz  Af(xu). 
Allgemein  ist 

(6)  \r\<\Af(xn)\,     \t\<\Af(xn)\, 

(7)  r  +  t  =  Af(xn). 

Ist  insbesondere  n  =  0  und  liegt  0  in  der  Strecke,  so  gehen 
die  Relationen  (1)  und  (2a)  bzw.  (2b)  über  in 

/K)<o</K+i),    /'(■*•„  4- i)<o</K) 

und  es  ist  r=  —f(xu),  t==  f(xllJ\-  1).  Ist  f{xn)  nicht  zugleich  0 
und  Endglied  der  Strecke,  so  findet  in  der  Strecke  bei  xn  oder 
zwischen  xn  und  xn-\-  1  ein  Zeichenwechsel  statt. 

Alle  Limitationen  lassen  sich  auf  die  Form  mit  0  als  Mittel- 
größe bringen,  indem  man  n  von  allen  drei  Größen  der  Limitation 
subtrahiert.     Es  ergeben  sich  so  die  Relationen 
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(8)  f(ajj  —  n  =  0, 

(9)  f(xn)  —  n < 0 <  f(xn-\-  l)—n,  oder 

f(xn  -\- 1)  —  n  <  0  <  /'(£„)  —  w. 

Die  ursprüngliche  Reihe  /'(a;)  erscheint  hier  durch  die  auf  Null 
reduzierte  Reihe  f(x)  — n  ersetzt,  die  wir  im  Folgenden  f(x)  nennen. 

§  30.    Die  Lösung  von  Limitationen  und  von  Gleichungen. 

Die  Aufgabe,  festzustellen,  ob  und  wo  die  Zahl  n  in  einer  ge- 
gebenen Strecke  liegt,  ist  also  immer  zurückzuführen  auf  die  andere 
Aufgabe,  festzustellen,  ob  und  wo  0  in  der  entsprechenden  Strecke 
der  reduzierten  Reihe  f(x)  liegt.  Diese  Aufgabe  aber  wieder  ist  gleich- 
bedeutend mit  der  Lösung  einer  aus  Gleichung  und  Limitation 
kombinierten  unbestimmten  Limitation 

f(xiy0<o<f(xiy0 

unter  der  Voraussetzung,  daß  die  gegebene  Strecke  eine  steigende 
sei.  Wir  dürfen  uns  auf  die  Betrachtung  dieses  Falles  beschränken, 
da  das  Ergebnis  sich  leicht  übertragen  läßt  auf  eine  fallende 
Strecke,  oder  auch  diese  durch  Inversion  immer  in  eine  steigende 
verwandelt  werden  kann. 

Der  erste  Schritt  zur  Lösung  der  Aufgabe  ist  der,  daß  man 
feststellt,  ob  überhaupt  0  in  der  Strecke  f{x{)l  liegt.  Es  ergibt 
sich  dieses  aus  den  beiden  Endgliedern.  Ist  entweder  von  diesen 
eine  selbst  gleich  0  oder  sind  sie  von  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen, so  liegt  0  in  der  Strecke.  Ist  aber  dieses  festgestellt,  so 
läßt  sich  auch  die  Lage  von  0  in  der  Strecke  immer  bestimmen. 
Entweder  nämlich  ist  schon  ein  Endglied  0  und  so  die  Lage  von 
Anfang  an  bestimmt,  oder  es  liegt  0  innerhalb  der  Strecke  Dann 
aber  scheidet  0,  mag  es  nun  selbst  Glied  der  Strecke  sein  oder 
zwischen  zwei  Gliedern  liegen,  die  positiven  und  die  negativen 
Glieder,  und  seine  Lage  ist  vollkommen  bestimmt,  wenn  wir 
eines  der  0  benachbarten  Glieder,  also  entweder  das  dem  absoluten 
Betrage  nach  kleinste  negative  oder  das  kleinste  positive  Glied 
der  Strecke  kennen.  Da  nun  sowohl  die  positiven  wie  die  nega- 
tiven Glieder  eine  steigende  Reihe  bilden,  von  der  mindestens 
das  eine  und  zwar  das  0  benachbarte  Glied  im  Endlichen  liegt,  so 
ist  die  Lage  von  0  in  der  Strecke  immer  bestimmbar,  und  zwar 
sind  zwei  verschiedene  Beziehungen  von  0  zur  Reihe  möglich : 

1.  Es  ist  0  ein  Glied  der  Reihe  mit  dem  Term  a,  und  es  ist 
durch  diesen  die  Gleichung  /'(«)  =  0  erfüllt,  oder 

2.  Es  liegt  0  zwischen  den  Gliedern  mit  den  Termen  a 
und  «-(-1,  und  durch  diese  wird  die  echte  Limitation 
/'(«)<  0  </■(«  +  !)  erfüllt. 

Im  ersten  Falle  nennen  wir  die  Lösung  monoterm,  im  zweiten 
Falle  diterm.  Da  0  nur  einmal  innerhalb  einer  Strecke  liegen 
kann,   so   ist  die  Aufgabe,   seine  Lage  in  bezug  auf  eine  Strecke 
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zu  bestimmen,  immer  eindeutig.  Es  ergibt  sich  also  der  grund- 
legende Satz,  daß  eine  Limitation,  in  deren  Strecke  0  liegt, 
immer  eine  Lösung  hat. 

Betrachten  wir  nun  statt  der  kombinierten  Limitation  nur 
die  Gleichung  f{xi)%  =  0,  also  nur  den  einen  Bestandteil  der- 
selben, so  ist  sie  offenbar  nicht  immer  lösbar,  auch  wenn  die  Be- 
dingung erfüllt  ist,  daß  0  in  der  Strecke  liegt.  Sie  ist  nur  lösbar, 
wenn  0  ein  Glied  der  Strecke  ist.  -  -  Man  kann  jedoch,  durch 
Erweiterung  des  Begriffes  der  Lösung  einer  Gleichung 
auch  die  Gleichung  in  allen  Fällen  lösbar  machen,  wo  nur  die 
allgemeine  Bedingung,  daß  0  in  der  Strecke  liege,  erfüllt  ist.  - 
Denn  ist  die  Lösung  diterm  und  die  Limitation  f{a)  <  0  f(a  —  1) 
erfüllt,  so  ist  /"(«)==  —  r,  f(a-\- 1)  =  *,  wo  sowohl  r  als  t  kleiner 
als  die  Differenz  Af(a)  sind.  Weder  a  noch  a-\~l  erfüllen  dann  die 
Gleichung  f(x)  =  0,  und  zwar  ist  «  zu  klein,  es  macht  /'(<;)  negativ, 
a-\-l  zu  groß,  es  macht  /'(cc  -f- 1)  positiv.  Betrachten  wir  trotzdem 
<;  und  a-\-l  als  Lösungen,  so  begehen  wir  einen  Fehler.  Dieser 
Fehler  aber  ist  nach  der  einen  Seite  hin  kleiner  als  — df(a),  nach 
der  anderen  Seite  kleiner  als  —  J /'(<:),  bleibt  also  seinem  absoluten 
Betrage  nach  immer  unter  einer  bestimmten  Grenze.  Definieren 
wir  daher  als  angenäherte  Lösung  einer  Gleichung  einen 
Term,  der  die  Gleichung  bis  auf  einen  Fehler  erfüllt,  der  unter 
einer  bestimmten  Grenze  bleibt,  und  erkennen  wir  auch  angenäherte 
Lösungen  einer  Gleichung  als  Lösungen  im  weiteren  Sinne  an,  so 
können  wir  nunmehr  den  für  Limitationen  schon  ausgesprochenen 
Satz  auch  auf  Gleichungen  ausdehnen: 

Jede  Gleichung  f(x)  =  0  hat  in  einer  Strecke,  in  welcher 
0  liegt,  eine  und  nur  eine  Lösung.  Wir  fassen  dabei  die  beiden 
zusammengehörigen  Terme  der  ditermen  Lösung  nicht  als  zAvei, 
sondern  als  nur  eine  Lösung  auf  und  unterscheidea  also  auch  bei 
den  Gleichungen  monoterme  oder  exakte  von  den  ditermen 
oder  unexakten,  angenäherten  Lösungen. 

Wir  haben  diesen  für  die  Theorie  der  Gleichungen  grund- 
legenden Satz  hier  zunächst  für  Strecken  von  Reihen  bewiesen, 
deren  Terme  die  natürliche  Zahlenreihe  durchlaufen.  Er  gilt  jedoch 
nicht  minder  für  andere  Veränderungsgesetze  der  Terme.  Ins- 
besondere läßt  sich  der  Grad  der  Annäherung  der  Lösung  beliebig 
vergrößern  oder,  was  dasselbe,  die  Fehlergrenze  beliebig  ver- 
ringern,  wenn  auch  gebrochene  Terme  zugelassen  werden.  — 

Wir  beginnen  die  Einführung  dieser  Zahlen,  indem  wir   -    für  x  in 

f(a-\-x)  substituieren,  wo  a  einen  konstanten  Nenner  bezeichnet, 
während  die  Zahlen  y  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  veränderlich 
ist.  Zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Gliedern  der  Reihe 
werden  dann  a  —  1  neue  eingeschaltet.  Zwischen /(c)  und  f(a  -\-  1) 
insbesondere  liegen  die  Glieder 

<°+tM«+tM«+t) («+r 
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Zusammen  mit  den  Endgliedern  f(a)  und  f{a-{-l)  stellen  sie  eine 
Teilstrecke  dar,  die  von  einem  negativen  zu  einem  positiven 
Gliede  steigt  und  in  der  daher  0  liegt.     Die  Limitation 

/•(«  +  f)<o</(«  +  ^-) 

ist  daher  aus  den  obigen  analogen  Gründen  immer  lösbar, 
also    auch    nach    dem    erweiterten    Lösungsbegriff    die    Gleichung 

f[a-\-—)=0.     Ist   die  Lösung  der  Gleichung  exakt,   so  hat  sie 


a 
die  Form  a  4       ,  ist  sie  diterm,  also  bloß  angenähert,  so  sind  die 

lösenden  Terme  «  -i-       und  a  -j- ,  und  die  Fehlergrenze  dieser 

1    a  '       a  ° 

Lösung  ist 

Sie  ist  kleiner   als  Af(u).     In  letzterem  Falle  kann  man  zu  einer 
abermaligen  Interpolation  von  y  =  —  in  f[a-\-  J  schreiten,  wo- 

durch  sich  in  analoger  Weise  entweder  eine  exakte  Lösung  von  der 
Form  a  4-  —  +  -^-  oder  eine  diterme  mit  der  abermals  verkleinerten 


Fehlergrenze   Af\a-\~  — -jj  ergibt. — ■  Das  Verfahren  kann  man 

fortsetzen  bis  man  entweder  eine  monoterme  Lösung  von  der  Form 
x  =  a-\-  -| — V  H — 3"  ~f"  •  •  •  ~~h  ~~ '  oder  eine  diterme  mit  entsprechen- 
den Formen  der  Terme  und  so  kleiner  Fehlergrenze  gefunden  hat, 
daß  sie  den  Anforderungen  an  die  Genauigkeit  genügt. 

Die  Form  der  Lösung  stellt  eine  nach  Potenzen  von  —  ge- 
ordnete Summe  oder  eine  gebrochene  Zahl  im  Zahlensystem 
mit  der  Grundzahl  a  dar.  —  Die  Wahl  der  Grundzahl  des 
Systems  ist  vollkommen  frei.  Es  ist  nicht  einmal  notwendig,  bei 
allen  Interpolationen  dieselbe  Grundzahl  beizubehalten,  falls  man 
nicht  darauf  Gewicht  legt,  als  Lösungen  Zahlen  eines  bestimmten 
Systems  zu  erhalten.  Übrigens  hängt  es  mit  von  der  Wahl  der 
Grundzahl  ab,  ob  und  wann  man  zu  einer  monotermen  Lösung 
der  Gleichung  gelangt,  denn  die  Lösung  in  derselben  Strecke  kann 
in  einem  bestimmten  Zahlensystem  exakt  sein,  während  sie  im 
anderen  nur  angenähert  bleibt,  einerlei,  wie  weit  man  die  Inter- 
polation fortsetzt.  Es  gibt  aber  auch  Lösungen  von  Gleichungen, 
welche  für  alle  möglichen  Grundzahlen  oder  Zahlensysteme  un- 
exakt bleiben.  Wir  nennen  solche  Lösungen  wesentlich  un- 
exakt oder  wesentlich  diterm.  Eine  in  einem  bestimmten 
Zahlensysteme,  aber  nicht  wesentlich  diterme  Lösung  hat  immer 
die  Eigenschaft,  daß  die  Nenner  ihrer  Summanden  sich  von  einem 
bestimmten  Posten  an  periodisch  wiederholen,  wenn  man  die 
Interpolation  beliebig  fortsetzt. 
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Betrachten  wir  nun  die  Gesamtheit  der  Näherungswerte  einer 
wesentlich  ditermen  Lösung.  Jede  besteht  aus  einem  Paar 
von  Zahlen,  deren  eine  zu  klein  und  deren  andere  zu  groß  ist. 
Trennen  wir  die  Paare  und  betrachten  wir  jede  ihrer  Zahlen  —  von 
unserer  bisherigen  Auffassung  abweichend  —  als  eine  angenäherte 
Lösung  der  Gleichung,  so  können  wir  alle  Lösungen  in  zwei  Gruppen 
bringen,  die  der  zu  kleinen  und  die  der  zu  großen  Lösungen. 
Zwischen  beiden  Gruppen  gibt  es  nun  eine  zwar  durch  keine  be- 
stimmte Zahl  angebbare  aber  dennoch  vorhandene,  reale  Grenze; 
denn  angenommen,  die  beiden  Gruppen  seien  durch  einen  end- 
lichen Zwischenraum  mit  zwei  Grenzen  geschieden,  so  könnte  die 
Fehlergrenze  niemals  kleiner  als  dieser  Zwischenraum  werden, 
während  sie  doch  durch  fortschreitende  Interpolationen  kleiner  als 
jede  beliebige  Zahl  gemacht  werden  kann.  Die  Grenze  zwischen 
beiden  Gruppen  der  angenäherten  Lösungen  läßt  sich  daher,  trotz 
ihrer  Nichtdarstellbarkeit,  als  ideale  Zahl  betrachten;  sie  ist  eine 
irrationale  Zahl.1)  Sie  ist  zugleich  die  ideale  monoterme 
Lösung  der  Gleichung.  Die  irrationale  Zahl  wird  durch  die 
Gleichung  definiert.  —  Durch  die  Einführung  der  irrationalen 
Zahlen  erhalten  alle  Gleichungen  monoterme  Lösungen,  auch  die- 
jenigen, deren  Lösungen  in  rationalen  Zahlen  wesentlich  diterm  sind. 

Die  Sätze  dieses  Paragraphen  gelten  für  Gleichungen  aller  Art. 
Nunmehr  wollen  wir  die  Gleichungen  sondern  in  solche,  deren  Reihe 
eine  arithmetische  ist  und  solche,  deren  Reihe  es  nicht  ist.  Die 
ersteren  nennen  wir  algebraische,  die  letzteren  transszendente 
Gleichungen.  —  Für  algebraische  Gleichungen  insbesondere 
gelten  folgende  Sätze: 

Eine  algebraische  Gleichung  ersten  Grades  mit  rationalen 
Koeffizienten  ist  immer  durch  rationale  Zahlen  monoterm  lösbar.  — 
Alle  rationalen  Zahlen  lassen  sich  als  Lösungen  algebraischer 
Gleichungen  ersten  Grades  definieren. 

Gleichungen  höheren  als  ersten  Grades  sind  nur  in  besonderen 
Fällen  durch  rationale  Zahlen  monoterm  lösbar;  im  allgemeinen 
sind  ihre  monotermen  Lösungen  irrationale  Zahlen.  —  Die  Frage, 
ob  umgekehrt  alle  irrationalen  Zahlen  sich  als  Lösungen  algebrai- 
scher Gleichungen  zweiten  und  höheren  Grades  darstellen  lassen, 
ist  hier  nicht  zu  beantworten. 

§  31.    Die  Zerlegung  der  Keinen  in  Strecken. 

Nachdem  die  Lösbarkeit  von  Gleichungen,  welche  sich  auf 
eine  bestimmte  Strecke  der  Reihe  beziehen,  gezeigt  wurde,  ist  es 
nunmehr  unsere  Aufgabe,  die  Reihen  in  Strecken  zu  zerlegen  und 
die  Formen  der  einzelnen  Strecken  zu  bilden.  Kennen  wir  alle 
Strecken  einer  Reihe  und  diejenigen  unter  ihnen,  in  welchen  0 
liegt,  so  können  wir  alle  Lösungen  der  unbegrenzten,  d.  h.  auf 
keine  bestimmte  Strecke   beschränkten  Gleichung  f(x)       0  finden, 

*)  Vergleiche  hiermit  die  Dedekindsche  Definition  der  irrationalen  Zahl 
in:  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen.     Braunschweig,   1872. 
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indem  wir  die  Gleichung  für  alle  Strecken  ihrer  Reihe  lösen.  Auch 
die  Anzahl  der  Lösungen  der  Gleichung  ist  also  damit  gegeben. 
Nun  ist  aus  früheren  Untersuchungen  (§  23,  III)  der  Satz  be- 
kannt, daß  den  Zeichenwechselstellen  der  Differenzreihe  einer 
Reihe  die  Richtungswechselstellen  der  Reihe  selbst  entsprechen. 
Dieser  Satz  kann  bei  der  Zerlegung  einer  Reihe  in  Strecken 
dann  behilflich  sein,  wenn  die  Strecken  der  Differenzreihe  be- 
kannt oder  leichter  zu  finden  sind,  wie  die  der  Integralreihe. 
Das  trifft  insbesondere  zu  bei  den  arithmetischen  Reihen, 
bei  denen  die  Differenzreihe  immer  von  um  1  niedriger  Ordnung 
wie  ihre  Integralreihe  ist.  Die  iterierte  Differenziation  führt  also 
hier  schließlich  zu  Reihen  1.  Ordnung,  welche  immer  aus  nur  einer 
Strecke  bestehen.  Danach  liegt  in  der  wiederholten  Differenziation 
der  arithmetischen  Reihe  ein  Mittel,  sie  in  Strecken  zu  zerlegen, 
und  zwar  nach  folgendem  Verfahren.  Ist  die  Reihe  von  w-ter 
Ordnung,  so  ist  ihre  n — 1-te  Differenzreihe  von  erster  Ordnung, 
besteht  also  aus  nur  einer  Strecke.  Da  immer  0  in  dieser  liegt, 
so  findet  in  ihr  auch,  immer  ein  Zeichenwechsel  statt,  dessen  Lage 

wir  durch  Lösung  ihrer  Gleichung  <i  (f  ]-{-&  =  0  finden.  Die  raono- 
terme  oder  diterme  Lösung  gibt  nun  zugleich  die  Stelle  des  Richtungs- 
wechsels in  der  vorhergehenden  Differenzreihe  a  \q\-\-'b  \A  -f-  c  an 

und  führt  so  zur  Zerlegung  dieser  Reihe  in  zwei  Strecken.  Liegt 
in  diesen  0,  und  zwar  nicht  am  Ende,  sondern  im  Innern  der 
Strecken,  so  findet  in  ihnen  ein  Zeichenwechsel  statt,  dessen  Lage 

durch  Lösung    der   Gleichung  a  u )  -f-  b  (? )  -)-  c  =  0  gefunden  wird. 


v3/    '      V1, 
Die  Lösungen  bestimmen  wiederum  die  Lage  der  Richtungswechsel 

in  der  vorhergehenden  Differenzreihe  dritter  Ordnung  a\Z\-\~b{%\ 

\-c\T\-\-d  und  zerlegen  diese  im  allgemeinen  in  drei  Strecken,  von 

denen  mindestens  eine  einen  Zeichenwechsel  enthält.  Die  Zeichen- 
wechsel dieser  Reihe  führen  dann  bei  Fortsetzung  des  Verfahrens 
zu  den  Richtungswechseln  der  vorhergehenden  Differenzreihe  und 
zu  deren  Zerlegung  in  Strecken  usw.  bis  die  gegebene  Reihe  selbst 
in  Strecken  zerlegt  ist. 

Wir  haben  angenommen,  daß  die  Reihe  in  der  Form 


gegeben  war,  also  als  Polyform  von  A -Formanten,  und  ebenso 
ihre  sämtlichen  Differenzreihen.  Es  empfiehlt  sich  jedoch,  zur 
Bestimmung  der  negativen  Lösungen  der  Streckengleichungen,  diese 
durch  Konversion  in  Formen  mit  jB-Formanten  darzustellen,  da 
man  dann  immer  nur  mit  positiven  Tennen  zu  rechnen  hat. 

Die  Tenne  der  Richtungswechsel  der  Reihe  sind  entweder 
einzelne  Zahlen  oder  Zahlenpaare,  je  nachdem  die  Lösung  der 
entsprechenden  Gleichung  monoterm  oder  diterm  ist.  Im  ersten 
Falle  hat  man  die  Wahl,  ob  man  das  dem  Term  entsprechende 
Glied  der  vorhergehenden  oder  der  folgenden  Strecke  zuteilen  will. 
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Im  zweiten  Falle  wird  man  immer  den  ersten  Term  zum  End- 
term  der  vorhergehenden,  den  zweiten  zum  Anfangsterm  der 
folgenden  Strecke  machen.  Ist  die  Reihe  so  in  Strecken  geteilt, 
so  bildet  man  für  jede  Strecke  eine  besondere  Form,  die  Strecken- 
form in  der  Weise,  daß  das  Anfangsglied  der  Strecke  auch  das 
Anfangsglied  der  Form  ist.  Da  man  nun  die  Wahl  hat,  ob  man 
die  Reihe  von  links  nach  rechts  mit  wachsenden  positiven  Tennen, 
oder  nach  Konversion  der  Reihe  von  rechts  nach  links  durch- 
laufen will,  hat  man  auch,  außer  bei  den  beiden  Endstrecken, 
die  Wahl,  welches  der  beiden  Grenzglieder  der  Strecke  man  zum 
Anfangsglied  der  Form,  und  damit  auch,  ob  man  die  Strecke  zu 
einer  steigenden  oder  einer  fallenden  machen  will. 

Bei  der  Zerlegung  einer  Reihe  in  Strecken  ist  nun  ein  Um- 
stand nicht  zu  übersehen :  Die  Auffindung  der  Strecken  hängt  ab 
von  den  Intervallen  der  Reihe  der  Termen  oder,  was  dasselbe, 
von  dem  Grade  der  Annäherung,  mit  welchem  die  entsprechenden 
Gleichungen  gelöst  werden.  Dieselbe  Form  kann  innerhalb  be- 
stimmter Grenzen  eine  ununterbrochen  steigende  Reihe  von  Gliedern 
liefern,  wenn  der  Term  die  natürliche  Zahlenreihe  durchläuft, 
während  sie  Richtungswechsel  zeigt,  wenn  der  Term  eine  Reihe 
gebrochener  Zahlen  durchläuft,  wodurch  zwischen  den  Gliedern  der 
ersten  Reihe  weitere  Glieder  interpoliert  werden.  Ob  also  durch 
die  angegebene  Methode  alle  Strecken  der  Reihe  gefunden  werden, 
hängt  von  der  Genauigkeit  der  Rechnung  ab.  Mit  dem  allgemeinen 
Satze,  daß  man  um  so  eher  alle  Strecken  finden  wird,  je  kleiner 
man  die  Fehlergrenze  bei  Lösung  der  Gleichungen  macht,  wird 
man  sich  jedoch  nicht  begnügen  dürfen.  Man  bedarf  absolut 
sicherer  Kriterien  dafür,  wie  weit  man  in  der  Genauigkeit  der 
Rechnung  gehen  muß,  um  sicher  alle  Strecken  und  damit  alle 
Lösungen  zu  finden.  Solche  Kriterien  werden  sich  für  algebraische 
Gleichungen  im  Laufe  unserer  späteren  Untersuchungen   ergeben. 

Weiß  man,  daß  die  gegebenen  Gleichungen  nur  ganzzahlige 
Lösungen  haben,  oder  kennt  man  bei  gebrochenen  Lösungen  den 
größtmöglichen  Nenner,  so  sind  Untersuchungen  über  die  Voll- 
ständigkeit der  Lösungen  nicht  notwendig.  Dasselbe  gilt,  wenn 
nur  ganzzahlige  Lösungen  oder  gebrochenzahlige  mit  gegebenem 
Maximum  des  Nenners  verlangt  werden.  Hier  handelt  es  sich 
jedoch  um  sämtliche  Lösungen  einer  Gleichung. 

§  32.   Die  Schnittgleichungen. 

Durch  die  Zeichenwechsel  wird  eine  Reihe  in  Abteilungen  oder 
Abschnitte  zerlegt.  Betrachten  wir  den  Zeichenwechsel  daher  als 
einen  Schnitt,  so  sind  die  Formen  der  Reihe,  deren  Anfangsglied  das 
Glied  hinter  einem  Schnitt  ist,  Schnittformen  der  Reihe  und 
die  entsprechenden  Gleichungen  Schnittgleichungen.  Sie  sind 
also  Analoga  der  Streckengleichungen.  Doch  während  die  Auf- 
stellung einer  Streckengleichung  nur  die  Lösung  der  vorhergehenden 
Differenzreihengleichung    erfordert,    ist    es    zur    Aufstellung    einer 
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Schnittgleichung  natürlich  erforderlich,  den  Schnitt  selbst  zu 
kennen.  —  Die  Glieder  vor  dem  Schnitt  können  in  gleicher  Weise 
wie  die  hinter  dem  Schnitt  zu  Anfangsgliedern  von  Schnittformen 
gemacht  werden,   nachdem   die   Reihe  konvertiert  worden  ist.  - 

Ist    «(i)  +  6(,l1)+«(.-,)  +  .. •+»©  +  *©  +  * 

eine  Schnittform,  also  k  das  Anfangsglied  oder  das  erste  Glied 
nach  dem  Schnitt,  so  ist  das  vorhergehende  Glied  entweder  0  oder 
von  entgegengesetztem  Vorzeichen  wie  k.     Wenn  also 

1.  &>0,  so  ist  k  —  Ä-j-0 |-..(..-f-c  —  b-\-a)[ 


2.  k<0,  so  ist  k  —  h-\-g \-  . .  (.  -  +  c  —  6  +  o)(~  *)>  0. 

Diese  Limitationen  sind  also  die  Merkmale  oder  Bedingungen  der 
Schnittgleichungen.  —  Ist  die  Reihe  erster  Ordnung,  so  gehen  die 
Bedingungen  über  in  \b\<a  und  |  b  |  *i  —  a,  wo  die  zweite  nur  er- 
füllt sein  kann,  wenn  a  negativ  oder  die  Reihe  eine  fallende  ist.  — 
Hat  die  Differenzreihe  einer  gegebenen  Reihe  Schnittform,  so 
hat  die  Reihe  selbst 'Streckenform,  und  umgekehrt:  eine  Reihe  in 
Streckenform  hat  eine  Differenzreihe  in  Schnittform.  Daraus  er- 
gibt sich,  daß  die  obigen  Relationen  zwischen  den  Koeffizienten 
der  Schnittform  auch  gelten  für  die  Koeffizienten  der  Strecken- 
form, jedoch  ist  dabei  zu  beachten,  daß  der  letzte  Koeffizient 
(des  unveränderlichen  Postens)  nicht  einbezogen  ist.  Die  Rela- 
tionen bleiben  natürlich  auch  bestehen,  wenn  man  höhere  Integral- 
reihen aus  der  gegebenen  Form  ableitet,  doch  scheidet  mit  jeder 
Integration  ein  weiterer  Koeffizient  aus,  nämlich  der  neu  hinzu- 
kommende willkürliche. 

§  33.   Die  Reihenformen  als  Produkte  von  Formen  erster  Ordnung. 

Hat  die  algebraische  Gleichung  n-ten  Grades  Fn(x)=Q  die 
monoterme  Lösung  a,  so  läßt  sich  Fn(x)  in  der  Form  (x  —  a)Fn_1(x), 
hat  sie  die  diterme  Lösung  (a,  a),  so  läßt  sie  sich  in  der  Form 
(x  —  a)  Fn  _1(x)-J\~r  und  (x  —  u)  Fn  _  1  (x)  —  t  darstellen,  wo  Fn  _  x(x) 
eine  Form  n — 1-ter  Ordnung  bedeutet.  Denn  ist  Fn(a)  =  0,  so 
ist  Fn  (y  -f-  a)  =  0,  wenn  y  =  0  ist.  Substituieren  wir  also  x  =  y  -j-  a, 
so  erhalten  wir  eine  Form,  deren  Anfangsglied  0  ist,  und  deren 
sämtliche  Posten  daher  den  Faktor  y  enthalten.  Daher  ist 
Fn{yJra)  =  yFi)_l(y-\-a)  =  (x  —  a)F^_x{x).  —  Aus  demselben  Grunde 
kann  man  die  Form  einer  Gleichung  mit  ditermer  Lösung  («,  «'), 
wo  Fn (a)-\-r  =  0,  Fn («')  —  t  =  0  ist ,  durch  die  beiden  Formen 
(x  —  i()Fti_l(x)Jrr  und  (x — a)F1l_1(x) — t  darstellen.  Da  nun  r  und  t 
kleiner  als  AFn_1(a)  sind,  so  stellen  (x — a)Fn_1(x)  und  (x  —  a')Fn_1{x) 
Reihen  dar,  deren  Glieder  von  denen  der  Reihe  Fn  (x)  um  Beträge 
die  kleiner  als  A  Fn  («)  sind,  abweichen.  Deshalb  kann  man  unter 
allen  Umständen  die  Formen  (x  —  a)Fn_l(x)  oder  (x  —  a')Ful(x) 
als  mindestens  angenäherte  Darstellungen  von  Fn(x)  betrachten, 
wobei  der  Fehler  durch  Einführung  gebrochener  Terme  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann. 
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Verschwindet  bei  der  Substitution  x  =  y-{-a  nicht  nur  der 
konstante  Posten  der  Form,  sondern  außerdem  noch  /  weitere  der 
folgenden  Posten,  so  läßt  sich,  wenn  FJx)  ein  Potenzpolynom  ist, 
Fn  (V  +  «)  auf  die  Form  y'-  Fn_}{y  -f  «)  =  (x  —  a)'-  Fn_?. (x)  bringen! 
Tn  diesem  Falle  hat  die  Gleichung  Xma\  die  Lösung  a. 

Hat  die  Gleichung  Fu(x)  =  0,  /mal  die  Lösung,  a,  /u  mal  ß, 
v  mal  y  usw.,  n  mal  die  Lösung  6  und  sind  dieses  alle  Lösungen 
der  Gleichung,  so  ist  nach  früheren  Sätzen  X-\-  fi-\-v-\-  .  .  .  -\-n<n 
und  der  Defekt  der  Lösungen  n  —  (X  -\-  ju  -f-  v  -f-  ■  • .  +  n)  immer 
eine  gerade  Zahl,  die  wir  durch  2*  ausdrücken  wollen.    Es  ist  dann 

Fii(x)  =  (x  —  ay-(x~ß)"(x  —  yY...(x~ßyF2>i(x). 

Die  Form  F2y.(x)  und  die  entsprechende  Gleichung  nennen  wir  das 
Residuum  der  Gleichung,  mit  dem  wir  uns  unten  näher  zu  be- 
schäftigen haben  werden. 

Ist  <Pu{x)  das  Polyform  einer  Gleichung  mit  der  Lösung  <:  und 
verschwinden  durch  die  Substitution  x  =  y  -j-  a  außer  dem  kon- 
stanten Posten  der  Form  noch  X  weitere  der  benachbarten  Posten, 
so  ist   <Pn(y  +  a)  =  y(y^l)(y—2)...(y  —  X)&n_x(yJra) 

=  {x—  a)  (x  —  a—  \){x  —  a—2)t..(x  —  a  —  X)  #„_;.  (x). 
Die  Gleichung  hat  dann  X  -f-  1  aufeinanderfolgende  Lösungen  und 
die  Reihe  der  Gleichung  besitzt  eine  ebene  Strecke  von  /.  -f- 1 
Nullgliedern. 

§  34.    Reihennetze  und  deren  Gleichungen. 

Enthält  eine  Form  zwei  veränderliche  Größen,  so  stellt  sie  eine 
zweifache  Mannigfaltigkeit  von  Gliedern  dar,  die  wir  uns 
immer  zugleich  als  Mannigfaltigkeit  von  Reihen  vorstellen  können. 
Ist  nämlich  die  Form  f{x,y),  so  stellt  diese  für  jeden  konstanten 
Wert  in  y  eine  Reihe  mit  dem  Term  x,  für  jeden  konstanten  Wert 
von  x  eine  Reihe  mit  dem  Term  y  dar.  Die  Mannigfaltigkeit  ent- 
hält also  zwei  Scharen  von  Reihen,  von  denen  wir  die  erste  uns 
immer  als  System  wagerechter  (Zeilen),  die  zweite  als  System  senk- 
rechter Reihen  (Kolonnen)  mit  konstanter  Entfernung  vorstellen 
wollen,  die  einander  rechtwinklig  schneiden.  Aus  diesem  Grunde 
nennen  wir  die  ganze  Mannigfaltigkeit  ein  Reihennetz. 

Ist  nun  die  Form  F(x,  y)  von  der  Beschaffenheit,  daß  jede 
ihrer  Zeilen  und  Kolonnen  eine  arithmetische  Reihe  ist,  so 
nennen  wir  sie  eine  arithmetische.  Sie  läßt  sich  dann  als  Polynom 
oder  Polyform  von  x  wie  von  y  darstellen,  und  ihre  Posten  lassen 
sich  entweder  nach  Potenzen  oder  Formanten  von  x,  deren  Koeffi- 
zienten arithmetische  Formen  von  y,  oder  nach  Potenzen  oder 
Formanten  von  y,  deren  Koeffizienten  arithmetische  Formen  von 
x  sind,  ordnen. 

Die  Gleichung  F{x,  «/)  =  0  ist  eine  algebraische  Gleichung 
mit  zwei  Unbekannten.  Liegt  in  einer  bestimmten  Zeile  oder 
Kolonne  ein  Zeichenwechsel,  so  ist  die  Gleichung  für  die  betreffende 
Zeile  oder  Kolonne  lösbar.     Eine  Zeilen-  oder  Kolonnengleichung 
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kann  so  viele  Lösungen  haben  als  ihre  Ordnung  angibt,  sie  muß 
nur  dann  mindestens  eine  haben,  wenn  sie  von  ungerader  Ordnung 
ist.  Ein  Zahlennetz  hat  also  nur  dann  notwendig  in  jeder  Zeile 
und  Kolonne  eine  Nullstelle,  wenn  ihre  sämmtlichen  Zeilen-  und 
Kolonnengleichungen  von  ungerader  Ordnung  sind.  Das  gilt  für 
das  Netz  F(x,  y),  wenn  die  Form  sowohl  in  bezug  auf  x  als  in 
bezug  auf  y  von  ungerader  Ordnung  ist  und  der  Koeffizient  der 
höchsten  Potenz  oder  der  höchsten  Formante  niemals  0  wird. 

Eine  bestimmte  Zeile  F(x,  y')  habe  nun  in  steigender  Strecke 
bei  x'  einen  Zeichenwechsel,  so  daß 

F(x',y')<0<F(x'  +  Ly'). 

Die  Gleichung  F(x,  y')  =  0  hat  dann  entweder  die  monoterme 
Lösung  x'  oder  die  diterme  x ,  x' —  1.  F(x',  y')  ist  entweder  0 
oder  negativ,  F(x'  -\-  1,  y')  ist  positiv.  Gehen  wir  jetzt  zur  nächsten 
Zeile  F(x,  y  -\-  1)  über  und  betrachten  wir  in  ihr  die  beiden  ent- 
sprechenden Glieder  F(x',  y' '-\-l)  und  F(x' — 1,  y' -\-\).  Die  vier 
Glieder  bilden  dann  ein  folgendermaßen  angeordnetes  Quadrat 

F{x',y'+\),         *V+1,*/+1) 
F{x',y'),  F{x'  +  l,y') 

das  wir  ein  Elementarquadrat  des  Netzes  nennen.  Als  Ab- 
stand seiner  Glieder  in  horizontaler  und  vertikaler  Richtung  be- 
trachten wir  die  Differenz  der  entsprechenden  Terme  also  1. 
Der  Abstand  der  in  der  Diagonale  liegenden  Glieder  ist  dann  eine 
komplexe  Einheit,  d.  h.  die  Summe  einer  Einheit  in  horizontaler 
und  einer  in  vertikaler  Richtung,  wobei  es  einerlei  ist,  in  welcher 
Reihenfolge  wir  die  Addition  vornehmen.  —  Was  nun  die  Vor- 
zeichen der  vier  Glieder  des  Elementarquadrates  betrifft,  so  sind, 
nachdem  die  der  beiden  unteren  Glieder  als  -  -(-  bestimmt  sind, 
die  durch  folgendes  Schema  veranschaulichten  vier  Fälle  möglich: 

1.  -+  2.   -f  +  3.   -  4.  +- 

-+  -+  -+  -  + 

wo  jedoch  an  die  Stelle  des  linken  unteren  und  eines  der  oberen 
Glieder  auch  0  treten  kann.  Schließen  wir  diesen  Spezialfall  vor- 
läufig aus,  so  liegt  außer  der  schon  bekannten  Lösung  der  Glei- 
chung eine  zweite  Lösung 

im  Falle  1   in  der  Zeile         F{x,  y'-\-l) 
,,        ,,      2    ,,      ,,    Kolonne  F(x',  y) 

„      3    „      „  „         F{x'-\-l,  y) 

,,        ,,      4  liegt  in  jeder  der  zwei  Zeilen  und  Kolonnen  eine. 

Ist  eines  der  beiden  oberen  Glieder  0,  so  können  wir  es  nach 
Belieben  zur  Zeile  oder  zur  Kolonne  rechnen,  in  welcher  es  liegt. 
In  allen  Fällen  kommt  zur  einen  Nullstelle  oder  Lösung  in  der 
unteren  Zeile  eine  zweite  hinzu,  deren  Abstand  von  der  ersten 
höchstens  gleich  einer  einfachen  oder  komplexen  Einheit  ist.  Da 
dasselbe  auch  gilt,  wenn  wir  statt  von  einer  steigenden  von  einer 
fallenden  Strecke,  oder  statt  von  einer  Strecke  in  einer  Zeile  von 
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einer  solchen  in  einer  Kolonne  ausgegangen  wären,  oder  wenn  wir 
statt  von  unten  nach  oben  oder  links  nach  rechts  von  oben  nach 
unten  oder  rechts  nach  links  vorgeschritten  wären,  oder  endlich, 
wenn  wir  von  der  Strecke,  welche  die  erste  Lösung  enthält,  gleich- 
zeitig in  beiden  entgegengesetzten  Richtungen  uns  bewegt  hätten, 
so  folgt  allgemein  der  Satz: 

Jeder  Lösung  einer  Gleichung  F(x,  y)  =  0  sind  min- 
destens zwei  andere  Lösungen  benachbart,  d.  h.  sie  be- 
finden sich  in  entgegengesetzter  Richtung  über  und  unter  oder 
rechts  und  links  von  ihr  in  den  Abständen  von  höchstens  einer 
einfachen  oder  komplexen  Einheit. 

Fassen  wir  daher  die  Gesamtheit  der  Nullstellen  des  Netzes 
F(x,  y)  ins  Auge,  so  erscheinen  sie  in  Reihen  angeordnet,  aus 
Gliedern,  deren  Abstand  eine  bestimmte  Grenze  niemals  über- 
schreitet. Nennen  wir  nun  eine  Reihe  von  Stellen  in  einem  Netze 
ununterbrochen,  wenn  der  Abstand  aufeinanderfolgender  Glieder 
innerhalb  einer  festgesetzten  Grenze  bleibt,  so  sind  die  Reihen 
der  Nullstellen  relativ  zur  einfachen  oder  komplexen  Einheit  als 
Abstandsgrenze  ununterbrochen.  Wären  die  Nullstellen  alle  mono- 
term,  so  könnten  wir  ihre  Reihe  durch  eine  einfache  Linie  dar- 
stellen. Da  sie  jedoch  im  allgemeinen  nur  durch  zwei  benachbarte 
Glieder  einer  der  Zeilen  oder  Kolonnen  des  Netzes  bezeichnet 
werden  können,  so  wollen  wir  die  Reihe  der  Nullstellen  durch  eine 
Doppellinie  darstellen,  indem  wir  die  sie  begrenzenden  Glieder 
gleichen  Vorzeichens  durch  gerade  Linien  miteinander  verbinden. 
Die  Nullstellen  werden  dann  durch  diese  parallele  Doppellinie  ein- 
geschlossen. Sie  liegen  innerhalb  oder  auf  dem  Rande  eines  un- 
unterbrochenen Bandes  von  der  Breite  einer  Einheit  oder  meh- 
rerer solcher  Bänder,  welche  im  allgemeinen  stufenförmig  verlaufen. 
Ist  eine  Nullstelle  mit  einem  Gliede  des  Netzes  identisch,  so  hat 
man  die  Wahl,  in  welchen  Rand  des  Bandes  man  sie  legen  will, 
oder  man  gibt  an  dieser  Stelle  dem  Bande  die  doppelte  Breite, 
indem  man  es  an  beiden  Seiten  der  Nullstelle  herumführt.  Im 
Falle  4  des  obigen  Schemas  liegt  ein  Kreuzungspunkt  zweier 
Bänder  vor,  während  1  eine  gerade  Stelle  des  Bandes,  3  und  4 
rechtwinklige  Stufen  darstellen.  Wir  wollen  diese  Bänder  nun 
kurz  als  die  Nullbänder  des  Netzes  bezeichnen. 

Um  den  Verlauf  der  Nullbänder  beschreiben  zu  können,  denken 
wir  uns  ein  rechtwinkliges  Linienkreuz,  dessen  Schenkel  immer 
den  Zeilen  und  Kolonnen  des  Netzes  parallel  bleiben,  in  bestimmter 
Richtung  längs  des  Nullbandes  verschoben.  Fällt  sein  Scheitelpunkt 
mit  einem  Gliede  des  Netzes  zusammen,  so  liegt  das  in  der  Be- 
wegungsrichtung folgende  Elementarquadrat  des  Nullbandes  in  einem 
seiner  vier  Quadranten.  Numerieren  wir  diese  in  der  üblichen 
Weise  oder  bezeichnen  wir  sie  nach  ihrer  Lage  als  rechtsoben  (ro), 
linksoben  (lo) ,  linksunten  (lu)  und  rechtsunten  (ru) ,  so  können 
wir  die  Lage  des  Elementarquadrates  und  damit  die  Bewegungs- 
richtung des  Nullbandes  bezeichnen.  Bleibt  für  eine  Reihe  von  Lagen 
des  Richtungskreuzes  das  folgende  Elementarquadrat  in  demselben 
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Quadranten ,  so  nennen  wir  die  Richtung  des  Nullbandes  für  diese 
Lagen  unverändert.  Ein  Stück  des  Nullbandes  von  unveränderter 
Richtung  nennen  wir  eine  Strecke  derselben.  Mit  Hilfe  des 
Richtungskreuzes  können  wir  also  die  Nullbänder  in  Strecken 
zerlegen. 

Die  Nullbänder  trennen  voneinander  die  Gebiete  verschiedenen 
Vorzeichens  der  Glieder  des  Netzes.  Hat  also  ein  Netz  über- 
haupt Gebiete  verschiedenen  Vorzeichens,  so  hat  es  auch  Null- 
bänder. Zwischen  zwei  Gliedern  mit  verschiedenem  Vor- 
zeichen liegt  immer  eine  ungerade  Anzahl  von  Null- 
bändern, also  deren  mindestens  eine,  einerlei  auf  welchem  Wege 
man  von  einem  zum  anderen  Gliede  gelangen  mag. 

§  35.    Die  Beziehungen  zweier  Reihennetze. 

Denken  wir  uns  zwei  Netze  Ft(x,  y)  und  F2(x,  y)  mit  den 
Gliedern  gleichen  Termes  aufeinandergelegt.  Im  allgemeinen  werden 
dann  die  aufeinanderliegenden  Glieder  verschieden  sein.  Die  Netze 
können  jedoch  auch  gemeinsame  Glieder,  insbesondere  gemeinsame 
Nullglieder  haben.  Diese  sind  dann  gemeinsame  Lösungen  der  Glei- 
chungen F±  (x,  y)  =  0  und  F2  (x,  y)  =  0.  Unter  solchen  wollen  wir 
jedoch  nicht  bloß  exakt  gleiche  Glieder  beider  Netze  verstehen, 
sondern  gemeinsame  Nullstellen.  Gemeinsame  Nullstellen  wiederum 
sind  entsprechende  Elementarquadrate,  in  oder  zwischen  deren 
Gliedern  eine  Null  liegt.  Der  Abstand  der  Stelle  der  Null  in 
beiden  Netzen  ist  dann,  wenn  wir  den  Fall  ausschließen,  daß  die 
Null  in  verschiedenen  Gliedern  des  Quadrats  liegen  darf,  kleiner 
als  eine  einfache  oder  komplexe  Einheit. 

Haben  zwei  Netze  eine  gemeinsame  Nullstelle,  so  ist  sie  zu- 
gleich eine  gemeinsame  Stelle  oder  eine  Schnittstelle  ihrer 
Nullbänder.  Daraus  ergibt  sich  ein  einfaches  Kriterium  für  das 
Vorhandensein  einer  gemeinsamen  Lösung  oder  für  die  Lösbarkeit 
eines  Systems  zweier  Gleichungen.  Die  erste  Bedingung  ist  natür- 
lich das  Vorhandensein  von  Nulibändern  in  jedem  der  beiden  Netze. 
Lassen  sich  nun  zwei  Stellen  (x,  y)  und  (x",  y")  des  Nullbandes  von 
Ft(x,  y)  angeben,  für  welche  die  entsprechenden  Glieder  des  Netzes 
F2  (x,  y)  also  F2  (x',  y')  und  F2  {x" ,  y")  entgegengesetztes  Vorzeichen 
haben,  so  liegt  zwischen  ihnen  mindestens  ein  Nullband  bzw.  eine 
Strecke  einer  solchen,  einerlei  auf  welchem  Wege  wir  von  einem 
zum  anderen  Gliede  übergehen.  Bewegen  wir  uns  nun  auf  dem 
Nullbande  von  Fx  (x,  y)  von  (x ,  y')  nach  (x",  y") ,  so  passieren  wir 
notwendig  ein  Nullband  von  F2(x,  y).  Die  Nullbänder  beider  Netze 
haben  also  mindestens  eine  Schnittstelle  und  das  Gleichungssystem 
eine  Lösung. 

Addiert  oder  subtrahiert  man  zwei  Reihennetze  F1  (x,  y)  und 
F2(x,y)  in  gleicherweise,  wie  man  einfache  Reihen  addiert  oder 
subtrahiert  (§  10),  so  entstehen  neue  Netze  F1(x,  y)JrF2(x,  y), 
welche  an  den  Schnittstellen  der  Nullbänder  der  ersten  Netze  eben- 
falls Nullstellen  besitzen. 
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Dieses  ist   leicht   zu  beweisen,    wenn   die  gemeinsamen  Null- 
stellen   in    gemeinsamen    Nullgliedern    bestehen.      Um    den    Satz 
allgemein    auch    für    gemeinsame    Elementarquadrate    mit    Null- 
stellen    zu     beweisen,     betrachten    wir 
eine    Schnittstelle    der  Nullbänder  von 
F1(x,y)   und   F2(x,  y).     Sie    kann   eine 
einfache  Schnittstelle  sein,  wie  sie 
_  durch  das  Schema   der  Figur   1   veran- 

schaulicht  wird,    wo   die  inneren  Vor- 

>■     zeichen    sich    auf    die    sich    von    links 

nach  rechts,  die  äußeren  sich  auf  das 
von  unten  nach  oben  bewegende  Null- 
band beziehen.  (Übrigens  sind  die  Rich- 
tungen gleichgültig  und  nur  zur  Ver- 
deutlichung des  Bildes  eingezeichnet.) 
Werden  nun  beide  Netze  addiert,  so 
entstellt  das  Schema  a  der  Vorzeichen, 
wo  die  Fragezeichen  die  zweifelhaften 
Vorzeichen  bedeuten. 
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Fig.  1. 
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Werden  die  Netze  subtrahiert,  so  entsteht  Schema  b  oder  c,  je 
nachdem  welches  Netz  zum  Minuenden,  welches  zum  Subtrahenden 
gewählt  wird.  In  allen  Fällen  entsteht,  man  mag  an  die  Stelle  der 
Fragezeichen  Vorzeichen,  welche  man  will,  setzen,  ein  Elementar- 
quadrat mit  mindestens  zwei  Zeichenwechseln  in  seinen  Seiten, 
also  eine  Nullstelle  des  neuen  Netzes.  —  Die  Schnittstelle  kann 
aber  auch  mehrgliedrig  sein,  wie  eine  im  Schema  Figur  2  dar- 
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Fig.  2. 


gestellt  ist.  Sie  ist  viergliedrig  angenommen,  doch  wird  an  der 
Betrachtung  nichts  wesentlich  geändert,  wenn  die  Zahl  der  Glieder 
vermehrt  wird,  oder  etwa  die  Glieder  senkrecht  angeordnet,  oder 
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andere  Richtung  oder  Verlauf  der  Bänder  innerhalb  der  Schnitt- 
stelle angenommen  würde.  Werden  nun  die  Netze  addiert,  so 
entsteht  das  Schema  d,  während  bei  Subtraktion  der  Netze  von- 
einander Schema  e  oder  f  entsteht. 

d)  -f  -j-  +  -j-   ?            e)    ?    ?    ?    ?  -f  f)    ?    ?    ?    ?  - 

? ????  4-  ?   ?   ?   ? 

Wiederum  ergeben  sich  an  der  Schnittstelle  des  neuen  Netzes 
unter  allen  Umständen  mindestens  zwei  Zeichenwechsel,  welche 
Vorzeichen  immer  man  an  die  Stelle  der  Fragezeichen  setzen  mag. 

Danach  ergibt  sich,  daß  einer  Schnittstelle  der  Nullbänder  der 
Netze  Ft(x,  y)  und  F2(x,  y)  immer  eine  Nullstelle  der  addierten 
oder  subtrahierten  Netze  entspricht.  Und  da  die  Addition  und 
Subtraktion  beliebig  wiederholt  werden  kann,  so  hat  auch  das 
Netz  a-  Ft(x,  ?/)  +  &■  F2(x,  y)  Nullstellen  in  den  Schnittstellen  der 
Nullbänder  beider  gegebenen  Netze.  Die  Koeffizienten  a  und  b 
können  dabei  auch  variable  Größen  darstellen.  Anders  ausgedrückt : 

Hat  das  Gleichungssystem 

(1)  F1(x,y)  =  Q,        F2(x,y)  =  0 

an  einer  Stelle,  die  aus  einem  oder  mehreren  Elementarquadraten 
bestehen  kann,  Lösungen,  so  haben  auch  die  Gleichungen  von 
der  Form 

(2)  aF1(x,y)±b-F2(x,y)  =  0 

an  derselben  Stelle  Lösungen.  Ein  Paar  beliebiger  Gleichungen 
dieser  drei  Formen  kann  daher  jedes  andere  Paar  vertreten,  sie 
sind  alle  untereinander  äquivalent. 

Es  sei  auch  hier  ausdrücklich  bemerkt,  daß  gemeinsame 
Lösungen  des  Systems  (1)  sich  als  verschieden  erweisen  können, 
wenn  man  von  Reihennetzen,  deren  Reihen  den  Abstand  1  haben, 
zu  solchen  mit  kleinen  Abständen  durch  Substitution  gebrochener 
Tenne  übergeht.  Das  ändert  nichts  daran,  daß  die  Lösungen  als 
gleiche  betrachtet  werden;  denn  gleich  sein  heißt  hier,  wo  nicht 
ausdrücklich  exakte  Gleichheit  verlangt  wird,  immer  nur  gleich 
sein  relativ  zu  einer  gegebenen  oder  geforderten  Fehler- 
grenze. 

§  36.   Die  binomische  Lösung  der  Gleichungen. 

Die  Lösung  einer  Gleichung  stellt  sich  im  allgemeinen  nicht 
als  eine  einfache  Zahl,  sondern  als  eine  Summe  zweier  Zahlen 
oder  als  Binom  dar,  nämlich  als  Summe  des  Terms  des  Richtungs- 
wechsels der  Reihe  und  der  Lösung  der  Streckengleichung.  Es 
liegt  daher  nahe,  die  Lösung  einer  Gleichung  von  vornherein  als 
Binom  darzustellen.  In  der  Tat  erweist  sich  diese  Darstellung 
als  ein  unentbehrliches  methodisches  Mittel,  die  Gleichungen,  wo 
nicht  zu  lösen,  so  doch  zu  diskutieren  und  allgemeine  Eigen- 
schaften der  Lösungen  nachzuweisen.  Da  nun  eine  Gleichung  von 
ungeradem  Grade  unter  allen  Umständen  eine  Lösung  hat  und 
daher  eine  Diskussion  ihrer  Lösbarkeit  unnötig  ist,  und  da  man  sie 
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durch  Ausscheidung  eines  Faktors  erster  Ordnung  (§  33)  immer  auf 
eine  Gleichung  von  geradem  Grade  zurückführen  kann,  beschränken 
wir  uns  hier  auf  die  Betrachtung  von  Gleichungen  der  letzteren 
Art.  Ist  2x  die  Ordnungszahl  der  Gleichung,  so  soll  ihre  Form, 
als  Potenzpolynom  durch  F2x(x)  dargestellt  werden. 

In  die  Gleichung  F2y.{x)  =  Q  substituieren  wir  nun  x  =  u-\-v 
und  entwickeln  die  einzelnen  Posten  nach  dem  binomischen  Satze. 
In  der  so  entwickelten  Form  sondern  wir  die  Posten,  welche  eine 
gerade  Potenz  von  v  einschließlich  0  enthalten,  von  denen,  welche 
eine  ungerade  Potenz  enthalten.  Da  alle  die  letzteren  v  als  Faktor 
enthalten,  können  wir  v  als  gemeinsamen  Faktor  aussondern.  Die 
Gleichung  nimmt  dann  die  Form 

(1)  (ß(u,  v2)  -j-  vW{u,  v2)  =  0 

an,  wo  <P(u,  v2)  und  W{u,  v2)  Netze  arithmetischer  Reihen  dar- 
stellen. Die  Gleichung  wird  nun  offenbar  gelöst  sein,  wenn  jeder 
Summand  für  sich  gleich  0  ist,  oder,  da  nicht  v  =  0  anzunehmen 
ist,  wenn 

(2)  <P(u,  v2)  =  0     und     W(u,  v2)  =  0. 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  daß  dieses  System  immer  in  bezug  auf 
u  und  v2  lösbar  ist,  wenn  auch  für  v2  negative  Werte  zugelassen 
werden. 

Ordnen  wir  die  Formen  von  (2)  nach  Potenzen  von  v2,  so 
erhalten  wir  die  Gleichungen 

(3)  av2^F2{u)v^-1^Fi{u)^{''<-2)Jr  •  •  •  +^2»  =  ° 

(4)  F1(u)v*<«-»  +  F3(u)v*i*-v  +  .  •  •+ViM  =  ° 
Ist  nun  x  eine  ungerade  Zahl,    so  ist  (3)   in  bezug  auf  v2 

von  ungeradem  Grade  und  daher  für  jeden  beliebigen  Wert  von 
u  nach  v2  lösbar.  Denken  wir  uns  daher  die  Netze  so  angeordnet, 
daß  u  die  horizontale,  v2  die  vertikale  Variable  darstellt,  so  er- 
streckt sich  mindestens  ein  Nullband  von  links  nach  rechts 
durch  das  ganze  Netz  (3).  —  Die  Gleichung  (4)  aber  ist  immer  in 
bezug  auf  u  vom  2n  —  1-ten  also  ungeradem  Grade  und  daher  für 
jeden  beliebigen  Wert  von  v2,  negative  nicht  ausgeschlossen,  nach  u 
lösbar.  Es  erstreckt  sich  daher  ebenfalls  mindestens  ein  Nullband 
von  unten  nach  oben  durch  das  ganze  Netz  (4).  Beide  Null- 
bänder haben  also  notwendig  eine  Schnittstelle,  oder  die  Glei- 
chungen (3)  und  (4)  eine  gemeinsame  Lösung.1) 

Ist  dagegen  x  eine  gerade  Zahl,  also  Gleichung  (3)  in  bezug 
auf  v2  von  geradem  Grade,  so  bilden  wir  eine  ihr  im  System 
äquivalente  Gleichung,  indem  wir  die  Potenz  v2"  eliminieren.  Die 
dadurch  entstehende  Gleichung 

(5)  F^fPiu,  v2)  —  av}I'(u,  v2)  =  Q 

*)  Der  Beweis  hat  eine  Lücke,  insofern  nicht  bewiesen  ist,  daß  die  Schnitt- 
stelle im  Endlichen  liegt.  Unendliche  Lösungen  sind  nicht  ausgeschlossen,  doch 
nur,  wenn  v2  =  —  OO  und  daher  a;  =  co  +  ioo,  a;  also  komplex  unendlich  ist. 
Diese  Lösung  der  algebraischen  Gleichung  ist  bisher  unbeachtet  geblieben. 
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ist  dann  vom  x — 1-ten  Grade  und  daher  für  jeden  Wert  von  u 
nach  v2  lösbar.  —  Für  das  System  (4),  (5)  gilt  dann  dasselbe  wie 
für  das  System  (3),  (4). 

Es  gibt  also1)  zum  mindesten  ein  Paar  Werte  von  u  und  v2, 
welche  das  System  (2)  erfüllen.  —  Tatsächlich  hat  dieses  System 
immer  x  Lösungen;  doch  genügt  hier  die  Annahme  einer 
einzigen. 

Daraus  folgt  unmittelbar,  daß  die  Gleichung  F2><(x)  =  0 
immer  dann  lösbar  ist,  wenn  sich  aus  (2)  für  v2  eine  posi- 
tive Zahl  ergibt,  und  zwar  hat  sie  immer  zwei  Lösungen  für 
jede  Lösung  von  (2).  Ist  eine  solche  u'  und  v'2,  so  sind  x1  =  u'  -j-  v' 
und  x2  =  u' — v'  die  beiden  entsprechenden  Lösungen  von  F2x(x)  =  0. 
Die  Größe  v  ergibt  sich  nämlich  als  Lösung  der  Gleichung 
v2  —  v'2  =  0,  die  als  Gleichung  einer  symmetrischen  Form  immer 
zwei  dem  absoluten  Betrage  nach  gleiche  Lösungen  mit  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  hat.  —  Die  beiden  Lösungen  von  Fz>t(x)  =  0 
Hegen  in  zwei  zu  u  symmetrisch  gelegenen  Strecken  der  Reihe 
FtH(x). 

Durch  eine  Erweiterung  des  Begriffes  der  Lösung  einer 
Gleichung  läßt  sich  nun  die  Gleichung  jP2«(^)  =  0  auch  in  dem 
Falle  lösbar  machen,  wo  die  Lösung  des  Systems  (2)  für  v2  eine 
negative  Zahl  — v'2  ergibt.  Die  Hilfsgleichung  v2-{-v'2  =  0,  von 
deren  Lösung  die  der  ersten  abhängt,  hat  dann  nämlich  Lösungen, 
wenn  wir  zu  imaginären  Zahlen  übergehen.  Die  Lösungen 
sind  vx  —  iv'  und  v2  = — iv'.  Lassen  wir  daher  auch  komplexe 
Zahlen  als  Lösungen  von  F2h(x)  =  0  zu,  so  ist  ein  Paar  dieser 
x1  =  u' -\- iv'  und  x2  =  u'  —  iv. 

Nach  dieser  Begriffserweiterung  können  wir  nunmehr  den 
allgemeinen  Satz  aussprechen,  daß  eine  Gleichung  von  gerader 
Ordnung  immer  ein  Paar  konjugierter  Lösungen  hat, 
nämlich  entweder  ein  Paar  reeller  von  der  Form  x1=u'-\-v' 
und  x2  =  u' —  v' ,  oder  ein  Paar  komplexer  von  der  Form 
x1  =  u'  -\-iv'  und  x2  =  u' — iv'.  —  Insbesondere  ist  dann  auch 
jede  Residuengleichung  (§  33)   durch  komplexe  Zahlen  lösbar. 

Von  der  Form  einer  Gleichung  mit  komplexer  Lösung  läßt 
sich  nun  wie  von  der  einer  solchen  mit  reeller  Lösung,  ein  linearer 
Faktor  absondern.     Hat  daher 

F2x{x)  =  0  die  Lösungen  xx  =  u'  -\-iv\   x2  =  u'  —  iv', 
so  ist 

F2k (x)  =  (x  —  u'  —  iv)  {x  —  vi -f- iv') ■  F2 (*_ d (x) . 

Da  nun  F2(k—i)(x)  wiederum  ein  Paar  konjugierter  Lösungen 
haben  muß,  so  kann  man  mit  der  Faktorenzerlegung  fortfahren, 
bis  die  ganze  Form  .  in  Linearfaktoren  aufgelöst  ist.  Faßt  man 
nun  immer   zwei   konjugierte  Faktoren   zu   einem   quadratischen 

x)  Vorbehaltlich  der  Ergänzung  des  Beweises  in  bezug  auf  die  Endlichkeit 
der  Lösungen.  An  der  Richtigkeit  des  Satzes  selbst  besteht  kein  Zweifel,  so 
daß  wir  ihn  dem  Folgenden  zugrunde  legen  dürfen. 


68  Die  Beziehungen  der  Reihen. 

Faktor  von  der  Form  (x —  u)2 —  v2  oder  (x —  u)2~^v2  zusammen, 
je  nachdem  die  Lösungen  reell  oder  komplex  sind,  so  ergibt  sich 
als  allgemeine  Form  der  Gleichung 

(6)      F2x(x)  =  ([x  -  uj2  ZjZ  Vl2y  ([x  —  u2]2  +  v/)'1  ([x  —  u3]2  +  vz2)r 

.  .  .  ([x  —  un)2  +  v,r)1 
wo  «  -|-  ß  -f-  y  -f-  .  .  .  -|- 1  =  x . 

Ist  die  Gleichung  vom  Grade  2  x  -j-  1 ,  so  kommt  noch  ein 
Linearfaktor  (x- — uv)  hinzu. 

Der  Fundamentalsatz  der  Algebra  lautet  demgemäß: 
Jede  algebraische  Gleichung  hat  so  viele  reelle  oder  kom- 
plexe Lösungen  als  ihr  Grad  angibt,  und  sie  bilden  so 
viele  konjugierte  Paare  wie  die  ganze  Zahl  des  Quo- 
tienten ihres  Grades  in  2. 

Es  ist  von  Interesse,    als  besonderen  Fall  noch  die  in  bezug 
auf  ihre  Lösungen  unpaarig  symmetrischen  Gleichungen  zu 
betrachten,  weil  bei  ihnen  die  Existenz  komplexer  Lösungen  sich 
noch  auf  eine   andere  Art  nachweisen  läßt.     Ist  F2y\x)   eine   un- 
paarig symmetrische  Reihe,  so  läßt  sie  sich  durch  eine  Substitution 
x  =  u'-\-z   immer    so    umformen,    daß    der    Symmetriepunkt    mit 
dem   Nullpunkt    zusammenfällt.    Die   neue  Form   sei  F'oy{z).     Sie 
enthält,    als    Potenzpolynom    dargestellt,    nur    gerade    Potenzen 
von   z  und   es  ist  F'oK(z)=F'2y.{ — z).    —   Substituieren  wir    nun 
hierin  z  —  iv,  so  wird  F'2y(z)=F"2y.{v).    Wir  nennen  dann  F"2 * (v) 
die  laterale  Form  von  F'2y.(z) ,  und  umgekehrt,  da  offenbar  auch 
durch    die  Substitution    von  v  =  iz   die  zweite  Form  in  die  erste 
übergeht.  Beide  Formen  haben  nur  reelle  Posten.   Sie  unterscheiden 
sich   voneinander  nur  dadurch,  daß  in  ihnen  die  Posten  mit  Ex- 
ponenten von  der  Form  2  (2A— j— 1)  entgegengesetztes  Vorzeichenhaben. 
Ist  nun  x  eine  ungerade  Zahl,   also  2x  selbst  von  der  Form 
2(2 A -|—  1) ,    so    haben    die    beiden    höchsten  Posten    der   lateralen 
Formen  entgegengesetztes  Zeichen,  während  die  letzten  konstanten 
Posten    gleich    sind.     In   einer  von  beiden  Formen    haben  daher 
erster  und  letzter  Posten  notwendig  entgegengesetztes  Vorzeichen 
und  die  entsprechende  Gleichung  ist  daher  reell  lösbar.    Es  ergibt 
sich    also    der    Satz:    Von    zwei    zueinander    lateralen    Glei- 
chungen  F'2x(z)  =  0  und   F"2h(v)  =  0   hat,   wenn  x  eine  un- 
gerade Zahl  ist,   die  eine  notwendig  eine  reelle,    und  die 
andere  die  entsprechende   imaginäre  Lösung.     Ist  nämlich 
die  zweite  durch  v  =  v'  lösbar,   so  die  erste  durch  z  =  iv'.  —  Da 
man  mit  demselben  Resultat  auch  z= — iv  substituieren  könnte, 
so  ist  eine  zweite  Lösung  z  =  —  iv.  --  Hat  umgekehrt  F\.y\z)  =  0 
eine  reelle  Lösung  z,  so  sind  iz  und  — «'s' Lösungen  von  F"o.H(v)  =  0. 
—   Die    von  Fzy.{x)  =  0    sind  im   ersten  Falle  komplex,    nämlich 
u'-\-iv'  und  u'  —  iv'.  im  zweiten  Falle  reell,    nämlich  u' -\- z   und 
v!  —  z' .  —  Ist  jedoch  x  eine  gerade  Zahl  und  daher  2 x  von  der 
Form  4A,  so  können  die  beiden  lateralen  Gleichungen  F'2y\z)  =  0 
und  F"2y\v)  =  0  beide  reelle  oder  beide  komplexe  Lösungen  haben. 
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—  Da  die  Gleichung  zweiten  Grades  immer  unpaarig  symmetrisch  x) 
ist,  und  für  sie  x=l,  also  ungerade  ist,  so  ist  auf  sie  immer  die 
obige  Lösungsmethode  anwendbar.  Da  ferner  für  sie  die  Glei- 
chung (4)  sich  auf  den  einen  Posten  F2  n  _  t  (u)  =  F1  (u)  =  0  redu- 
ziert, so  ist  u  immer  eine  rationale  Zahl,  während  bei  Gleichungen 
höheren  Grades  im  allgemeinen  sowohl  u  als  v  irrationale  Zahlen 
verschiedener  Gattung  darstellen. 

§  37.   Die  Lösung  numerischer  Gleichungen. 

Ist  die  Reihe  der  Gleichung  in  Strecken  zerlegt  und  sind  die 
Streckengleichungen  gebildet,  so  kann  man  die  Stelle  des  Zeichen- 
wechsels jeder  Strecke,  die  überhaupt  einen  solchen  aufweist, 
natürlich  durch  Bildung  einer  hinreichenden  Anzahl  von  Gliedern 
der  Strecke  ermitteln  und  so  die  Streckengleichungen  lösen.  Diese 
Methode  ist  praktisch  in  allen  Fällen,  wo  die  Anzahl  der  Glieder 
einer  Strecke  gering  ist.  Außerdem  läßt  sich  schon  aus  den  Vor- 
zeichen der  Posten  der  Form  das  Vorzeichen  der  ersten  Glieder 
der  Reihe  erkennen,  ohne  daß  man  sie  zu  bilden  braucht,  wo- 
durch die  Aufgabe  unter  Umständen  etwas  abgekürzt  werden  kann. 
Jedoch  kann  diese  Lösung  der  Gleichungen  durch  Bildung  eines, 
wenn  auch  nur  beschränkten  Teiles  der  Glieder  ihrer  Reihe  nicht 
als  rationelle  Methode  gelten.  Eine  solche  muß  vielmehr  ohne 
Berechnung  von  Reihengliedern  unmittelbar  die  Lösung  zu  be- 
stimmen gestatten.  Die  Methode  besteht  dann  darin,  daß  be- 
stimmte elementare  Reihen  ein  für  allemal  berechnet  und  nun  alle 
übrigen  Reihen  auf  diese  reduziert  werden.  Diese  Elementar- 
reihen sind  hier  die  Forma ntenreihen,  deren  tabellarische  Zu- 
sammenstellung für  einen  gewissen  Zahlenkreis  im  Anhang  ge- 
geben ist. 

Mit  Hilfe  der  Forma ntentabellen  kann  man  offenbar  ohne 
weiteres  eine  Gleichung  von  der  Form 

(1)  C)=m 

lösen.    Es  geschieht  mit  Hilfe  der  Limitation  r  )  <<  m  •<  r ''^  ],  d.  h. 

indem   man  die  Lage  der  Zahl  m  in  der  Tabelle   der  Formanten 
n-ter  Ordnung  bestimmt. 

Mit  Hilfe  der  Lösung  einer  Gleichung  von  der  Form  (1)  läßt 
sich  dann  wieder  jede  Gleichung  von  der  Form 

(2)  a(;)  =  « 

lösen.     Wir  gehen  dabei   aus   von  der  Limitation  erster  Ordnung 

(3)  a(f)<m<a(xp" 


1)  Die  Symmetrie,  von  der  hier  die  Rede  ist,  ist  eine  andere  als  die  in 
Teil  I,  §  22  behandelte,  wo  nur  von  ganzzahligen  Reihen  die  Rede  war.  Eine 
ganzzahlige  Reihe  zweiter  Ordnung  braucht  nicht  symmetrisch  zu  sein,  während 
eine  Form  zweiter  Ordnung,  wenn  auch  gebrochene  und  irrationale  Zahlen  zu- 
gelassen sind,  immer  symmetrisch  ist,  d.  h.  in  gleicher  Entfernung  rechts  und 
links  von  einem  bestimmten  Punkte  oder  Punktepaare  gleiche  Glieder  besitzt. 
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Ist  deren  Lösung  x,    so   bestimmen  wir  die  Lage  von  x'  in 

der  Reihe  (z) ,  indem  wir  die  Limitation  \V\ < x' < r  ~^  ]  bzw.  eine 

Gleichung  von  der  Form  (1)  lösen.  Ist  deren  Lösung  x",  so  folgt 
unmittelbar 

Da  aber  auch  (^)<x'+  l^f*"^1)  ist'  so  ist 

<*>  .(5<.ftK.+1 

Aus  (3),  (4)  und  (5)  aber  ergibt  sich 

womit  die  Gleichung  (2)  gelöst  ist. 

Ist  die  Gleichung  (2)  von  der  ersten  Ordnung,  so  ist  sie  schon 
mit  der  Limitation  (3)  gelöst.  Die  Lösung  dieser  setzt  eine  Tabelle 
der  Vielfachen  der  natürlichen  Zahlenreihe  oder  das  Einmaleins 
voraus. 

Die  Gleichung  ersten  Grades  ist  also  immer  lösbar,  durch  ganze 
Zahlen,  wenn  wir  uns  mit  Annäherung  begnügen,  durch  rational 
gebrochene,  wenn  Exaktheit  verlangt  wird.  Die  Form  erster 
Ordnung  läßt  sich  also  auch  immer  als  Schnittform  (§  32)  dar- 
stellen, und  daher  auch  jede  Form  zweiter  Ordnung  als  Strecken- 
form, für  deren  ersten  beiden  Koeffizienten  die  für  die  Schnitt- 
form   erster    Ordnung   bestehende    Relation    auch   gilt.     Ist    also 

a\T\-\-b    die   Schnittform    der   Differenzreihe    der    Reihe    zweiter 

Ordnung,  so  ist 

(6)  a(*)  +  &(*)_c  =  0 

eine  Streckengleichung  und  es  gilt  für  sie,  wenn  b  positiv  b<a. 
Dem  letzten  Posten  haben  wir  negatives  Vorzeichen  gegeben,  weil 
nur,  wenn  dieses  Glied  negativ  ist,  die  Gleichung  lösbar  ist.    Im 

Spezialfälle  b  =  a  reduziert  sich  (6)  auf  d[2  )  —  c  =  0  und  ist 
unmittelbar  mit  Hilfe  der  Tabelle  der  Formanten  zweiter  Ordnung 
lösbar.  Es  genügt  daher,  den  Fall  b  •<  a  zu  betrachten.  —  Um  (6) 
in  diesem  Falle   zu    lösen,    gehen   wir    aus   von   der  gekürzten 

Gleichung  afg) — c  =  0,  die  mit  der  Tabelle  lösbar  ist.  Die 
Lösung  sei  die  positive  Zahl  x,  die  also  die  Limitation 
a(2)  —  c<C0-<a(  2  )  —  c  erfüllt.  Addiert  man  links  die  positive 
Größe  b(YJ,  so  sind  zwei  Fälle  möglich: 

',  •fiO+»(i)-<'<0 


0<a(i)  +  b(i)-c. 
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Im  ersten  Falle  ist 


und  mit  dieser  Limitation  auch  (6)  gelöst. 
Im  zweiten  Falle  ist,  da  allgemein 

wegen  a  —  b  >-  0  , 

(8)  ■     ^7l)+^Tl)<-{i) 

und  darum 

<71)+<71)-c<0<o©+O-<i' 

also  a;' — 1  die  Lösung  von  (6). 

In  jedem  Falle  ist  also  mit  der  Lösung  der  gekürzten  Glei- 
chung auch  die  der  Gleichung  in  allgemeiner  Form  gegeben.  Sie 
ist  jener  entweder  gleich  oder  um  1  kleiner. 

Es  sei  gleich  hieran  anschließend  bemerkt,  daß  die  Gleichung  (7) 
auch  in  der  allgemeineren  Form 

o)  <-')+K»=!H(»)-<a-<»=i) 

gilt,  und  daher  auch  jede  Gleichung  von  der  Form 

de»  «(»)+K»-.)+c=0 

in  analoger  Weise  lösbar  ist. 

Ist  nun  die  Gleichung  zweiten  Grades  immer  mit  Hilfe  der 
Tabellen  lösbar,  so  ist  es  auch  die  Gleichung  dritten  Grades, 
denn  die  Gleichung  ihrer  Differenzreihe  ist  lösbar  und  daher  die 
Schnittform  dieser  immer  herstellbar.  Mit  deren  Hilfe  wieder 
entsteht  die  Streckengleichung 


(ii)  «\g+H2J+c(i)-<*=°> 

für  welche,  wenn  c  positiv  ist,  was  immer  durch  geeignete  Trans- 
formation erreichbar  ist,  die  Beziehung  a  —  b  -\-  c  <  0  gilt.  —  Um 
(11)    zu   lösen,    löst    man   wieder   zuerst    die   gekürzte   Gleichung 

2]  —  eü  =  0,  was  nach  (9),  (10)  immer  möglich. 


«@+6 


Die  positive  Lösung  sei  x',  also 

a^  +  b^-d^OKa^f^  +  b^  +  ^-d. 

Addiert  man  links  den  positiven  Posten  c  ( l ) ,  so  ist  entweder 
1-  a(i)  +  b(i)  +  ctf)-d<0 


und  dann  auch  (10)  durch  x'  gelöst,  oder  es  ist 
2.  0<alf)  +  b(i)  +  c(f)-d. 
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Da  nun  allgemein 
ist,  also  da  a  —  b-{-c_    0,  wenn  a  positiv 

(i2)       •(V)+»(V)+»("fr,)<«Ä)+» 


so  wird  in  diesem  Falle  Gleichung  (11)  auch  durch  #' —  1  erfüllt. 
Die  Anwendbarkeit  der  Methode  auf  Gleichungen  von  höherem 
als  drittem  Grade  hängt  nun  wie  bei  den  Gleichungen  zweiter  und 
dritter  Ordnung  wesentlich  von  der  Gültigkeit  einer  (8)  und  (12) 
entsprechenden  Limitation  ab,  und  diese  wieder  von  dem  Vor- 
zeichen der  Koeffizienten  der  Gleichung,  aus  der  die  Limitation 
abgeleitet  wird.  Diese  aber  lautet  für  Gleichungen  vierten 
Grades 

^a^  +  b^  +  c^-a^  +  ia-Vi^-la-b+c-d)^- 

Hierin  ist  a  —  b  -\-  c  —  d^O,  also  der  letzte  Posten  0  oder 
negativ,  ebenso  auch  der  drittletzte,  wenn  a  positiv  ist,  dagegen 
ist  das  Vorzeichen  des  vorletzten  Postens  zweifelhaft.    Der  Schluß 

,r1)+6Cr,)+"(V)+"rr1)<-(D+»(D+«.(i) 

ist    daher    nicht    allgemein    zu  ziehen.     Ob    diese   Limitation   gilt 
oder  nicht  gilt,  hängt  also  vom  Wert  von  a  —  b  ab. 

Wir  müssen  das  Problem  der  Lösung  von  Gleichungen  höherer 
Grade  hier  unerledigt  lassen  und  uns  einstweilen  mit  der  all- 
gemeinen Methode  zur  Lösung  der  Gleichungen  zweiten  und 
dritten  Grades  begnügen. 


IL  Die  Beziehungen  der  Reihen  zueinander. 
A.  Allgemeines. 

§  38.   Die  Lage  einer  Reihe  in  einer  anderen. 

Als  eine  Verallgemeinerung  der  Aufgabe,  die  Lage  einer  Zahl 
in  einer  Reihe  zu  bestimmen,  kann  man  die  auffassen,  die  Lage 
aller  Glieder  einer  Reihe  in  einer  anderen  Reihe  festzustellen. 
Sowie  dort  die  Aufgabe  durch  Zerlegung  der  Reihe  in  Strecken 
eindeutig  gemacht  wurde,  so  wird  man  auch  hier  die  Reihe  in 
Strecken  zerlegen.  Doch  ist  damit  nicht  genug  geschehen.  Um 
das  Gesetz  der  Lage  der  Glieder  einer  Reihe  in  einer  anderen 
Reihe  zu  erkennen,  ist  es  offenbar  notwendig,  sie  ohne  Änderung 
der  Reihenfolge    der   Glieder    der    ersten   wie  der    zweiten    Reihe 
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aufeinander  zu  legen.  Das  aber  kann  nur  geschehen,  indem  man 
gleichgerichtete  Strecken  betrachtet  und  in  diesen  von  den  ihrem 
absoluten  Betrage  nach  kleinsten  Gliedern,  also  —  sofern  sie  vor- 
handen —  von  deren  Zeichenwechselstelle  oder  dem  etwaigen  Null- 
glied ausgeht.  Diese  Stellen  legt  man  zunächst  aufeinander,  indem 
man  zugleich  durch  Transformation  die  dieser  Stelle  benachbarten 
Glieder  zu  Anfangsgliedern  der  Reihen  macht,  und  läßt  nun  von 
hier  aus  die  Glieder  beider  Reihen  ihrer  Größe  nach  aufeinander 
folgen.  Findet  in  einer  der  zu  vergleichenden  Strecken  oder  in 
beiden  kein  Zeichenwechsel  statt,  so  untersucht  man,  ob  das  An- 
fangsglied der  einen  Strecke  in  der  anderen  liegt.  Ist  es  nicht 
der  Fall,  so  haben  die  Strecken  überhaupt  keine  ineinanderliegen- 
den  Glieder.  Im  anderen  Falle  macht  man  das  dem  Anfangsglied 
der  einen  Strecke  in  der  Größe  vorhergehende  Glied  der  anderen 
Strecke  zu  deren  Anfangsglied  und  bestimmt  nunmehr  von  hier  aus- 
gehend die  gegenseitige  Lage  der  Glieder  beider  Reihen.  Die  Bestim- 
mung der  Richtungswechsel-  und  Zeichenwechselstellen  beider  Reihen 
ist  also  die  Vorbedingung  der  Legung  einer  Strecke  in  die  andere. 

Soweit  es  sich  nur  um  ein  bloßes  Liegen  der  einen  Reihe  in  der 
anderen  handelt,  ist  die  Beziehung  der  beiden  Reihen  zueinander 
vollkommen  reziprok:  Liegt  die  Reihe  A  in  B,  so  liegt  auch  B 
in  A.  Wir  haben  die  Relation  jedoch  nicht  bloß  als  ein  Inein- 
anderhegen,  sondern  vielmehr  als  ein  Messen  der  einen  Reihe 
durch  die  andere  aufzufassen.  In  diesem  Sinne  nennen  wir  die 
eine  Reihe  die  messende  oder  die  Modulreihe,  die  andere  die 
gemessene  Reihe  oder  Mensur.  Sind  die  Formen  der  beiden 
Reihenabschnitte  gegeben,  so  erscheint  der  Term  der  gemessenen 
Reihe  als  der  unabhängige  und  darum  regelmäßig,  d.  h.  nach 
der  natürlichen  Zahlenreihe,  veränderlich.  Der  Term  der  Modul- 
reihe dagegen  ist  der  abhängige,  sich  nach  dem  ersten  richtende, 
indem  er  jeweils  angibt,  wo  das  Glied  der  gemessenen  Reihe  in 
der  Modulreihe  liegt.  Er  bewegt  sich  daher  nicht  in  der  natür- 
lichen Zahlenreihe  und  überhaupt  im  allgemeinen  nicht  in  einer 
arithmetischen  oder  sonst  durch  eine  einzige  Form  definierbaren 
Reihe,   und  heißt  daher  der  unregelmäßig  veränderte  Term. 

Ist  F(x)  die  Form  der  gemessenen  Reihe  und  <£(?/)  die  der 
Modulreihe,  so  ist,  wenn  (in  steigender  Strecke)  die  Limitation 

(1)  0(y')£F(x')<<Z>(y'+l) 
erfüllt  ist,  die  Größe 

(2)  R'  =  F(x')-<P(y') 
der  Rest  von  F(x')  in  der  Modulreihe  und 

(3)  T'=${y'-\-\)-F{x') 
der  Defekt  von  F(x')  in  der  Modulreihe. 

Aus  der  Limitation  (1)  ergibt  sich 

(4)  0      B?<A®{y') 

(5)  0<T'<A<I>{y'), 
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d.  h.  Rest  und  Defekt  sind  positiv  und  kleiner  als  die  Differenz 
der  Modulreihe  an  der  Stelle  wo  das  Glied  der  gemessenen  Reihe 
liegt.     Aus  (2)  und  (3)  folgt 

(6)  B'  +  T'  =  J<I>(y'), 

d.  h.  die  Summe  von  Rest  und  Defekt  ist  gleich  der  Differenz 
der  Modulreihe.  —  Ist  die  Strecke  eine  fallende,  so  ändert  sich 
nichts  als  das  Vorzeichen  von  Rest,  Defekt  und  Differenz. 

Zur  gemeinsamen  Bezeichnung  der  Reste  und  Defekte  eignet 
sich  der  Ausdruck  Distanz. 

Betrachten  wir  nun  x  und  y  als  veränderlich,  aber  in  allen 
Veränderungen  der  Limitation  (1)  genügend,  so  ist 

F(x)  —  ®{y)  die  Form  der  Reihe  der  Reste, 
<P(y) —  F(x)  die  Form  der  Reihe  der  Defekte. 

Kennen  wir  die  Gesetze  dieser  Reihen  oder  nur  einer  von  ihnen, 
da  die  der  anderen  daraus  unmittelbar  folgen,  so  können  wir  alle 
die  Lage  der  Reihe  F(x)  in  ^(y)  betreffenden  Fragen  beantworten. 
Die  Gesetze  der  Restreihen  und  Defektreihen  sind  also  der 
eigentliche  Inhalt  der  Theorie  der  Reihenbeziehungen. 

Insbesondere  handelt  es  sich  um  die  Auffindung  der  kleinsten 
Glieder  dieser  Reihen,  das  sind  die  Lösungen  der  Gleichung 

(7)  F{x)  —  <P{y)  =  0     oder     F(x)=0(y). 

Sie  sind  immer  lösbar,  wenn  man  sich  mit  ditermen  Lö- 
sungen in  y  begnügt.  Diese  bestimmen  die  Lage  derjenigen  Glieder 
von  F(x),  welche  den  Gliedern  der  Modulreihe  relativ  am  nächsten 
liegen,  d.  h.  näher  als  die  beiden  benachbarten  Glieder.  Meistens 
werden  jedoch  nicht  bloß  annähernde,  sondern  exakte  Lösungen 
der  Gleichung  (7)  verlangt.  Das  ist  die  eigentlich  diophantische 
Aufgabe.  Exakte  Lösungen  sind  nun  gleichbedeutend  mit  ratio- 
nalen Lösungen.  Entsprechend  den  beiden  Arten  rationaler 
Zahlen  läßt  sich  aus  der  diophantischen  Aufgabe,  welche  sich  mit 
rationalen  Lösungen  irgendwelcher  Art  begnügt,  die  spezielle  Auf- 
gabe aussondern,  ganzzahlige  Lösungen  zu  finden.  Mit  dieser 
werden  wir  uns  im  folgenden  vorwiegend  beschäftigen.  Viele  Sätze, 
welche  zunächst  für  ganze  Zahlen  ausgesprochen  werden,  gelten 
jedoch  zugleich  für  allgemeine  rationale  Zahlen  oder  lassen  sich 
leicht  auf  solche  übertragen. 

Die  Form  der  Restreihe  F(x)  —  ^{y)  läßt  sich  nun  auch  als 
die  eines  Reihennetzes  auffasssn.  Die  Lösung  der  Gleichung  (7) 
ist  dann  gleichbedeutend  mit  der  Bestimmung  der  Lage  des  Nu  11- 
bandes  im  Netze  und  die  exakte  Lösung  mit  der  Bestimmung  der 
Stellen  des  Nullbandes,  in  denen  die  Glieder  des  Netzes  auf  einer 
seiner  Grenzlinien  liegen.  Den  Strecken  des  Nullbandes  entsprechen 
Strecken  der  beiden  ineinandergelegten  Reihen. 

Es  sei  bemerkt,  daß  unsere  Definition  der  Reste  und  Defekte 
eine  Verallgemeinerung  des  bisherigen  in  der  Zahlentheorie  üblichen 
Restbegriffes  darstellt.  Die  Defekte  sind  die  absoluten  Beträge 
der    negativen    Reste.     In    einem    Punkte   weichen    wir    von    der 
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üblichen  Terminologie  aus  triftigen  Gründen  ab:  Wir  nennen 
Reste  nicht  nur  die  von  0  verschiedenen  Differenzen  einer 
Zahl  von  den  Gliedern  einer  Reihe,  sondern  rechnen  auch  0  zu 
den  Resten. 

Um  von  der  Lage  zweier  Reihen  ineinander  eine  anschauliche 
Vorstellung  zu  geben  und  zugleich  die  zweckmäßigste  Anordnung 
der  Reihen,  ihrer  Reste  und  Defekte  zu  zeigen,  seien  hier  einige 
Beispiele  angefügt.  Die  Anordnung  ist  dabei  so  getroffen,  daß 
immer  Zeile  I  die  Reihe  mit  den  kleineren  Differenzen,  Zeile  II  die 
Reihe  mit  den  größeren  Differenzen  bildet.  Zwischen  den  Gliedern 
dieser  Reihen  sind  Reste  eingeschalten  und  zwar  die  von  II  in  I 
in  den  Lücken  der  Reihe  I,  die  von  I  in  II  in  den  Lücken  der 
Reihe  II.  Die  Zeile  D  endlich  enthält  die  Defekte  von  I  in  II, 
während  die  von  II  in  I  mit  einem  Teil  der  Reste  der  Zeile  II 
identisch  sind,  sowie  auch  die  Reste  der  ersten  Zeile  sich  wieder 
unter  den  Defekten  der  Zeile  D  finden. 

1.  Die  Reihen  4  a;  und  13?/  ineinander. 

X  =    0       1       2         3  -4  5  6  7  8  9  10         11         12        13 

I        0    4    8    12    l     16    20    24    2  28    32    36 .  3  40  44    48     52 

II       0    4     8     12   13     3      7       11  26  2       6      10  39  l  5      9      52 

#0951             10       62  1173  12  840 

y= 0                                12                                       3  4 

2.  Die  Reihen  Ix  und  \\y  ineinander. 
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4.  Die  Reihen  x~  und  2y2  -f-  1. 

=  12    3     4  5  6       7  8  9  10         11  12  13         14  15  16         17 

1  2  4  9  16  3  25  8  36  49  2  64  9  81  18  100  121  8  144  19  169  196  5  225  18  256  289 
1319:196333  16511373899  l  22  129  15  163  6  33  201  24  243  13  289 
0      5        3         8        15     2  9         18  29       8  19  32       5  18  33      0 

r=01234  5  67  8  9  10  11  12 
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§  39.   Die  Gliederung  der  Bestreihe. 

Da  in  der  Restreihe  von  der  Form  F(x) — <P(y)  nur  die  un- 
abhängige Variable  eine  arithmetische  Reihe  durchläuft,  nämlich 
die  natürliche  Zahlenreihe,  während  der  Term  der  Modulreihe  sich 
unregelmäßig,  sprunghaft  verändert,  so  stellt  auch  die  Restreihe 
im  allgemeinen  keine  arithmetische  Reihe  dar.  Würde  y  eine 
arithmetische  Reihe  von  der  Form  tp(x)  durchlaufen,  und  damit 
zwischen  x  und  y  die  Relation  y  =  cp(x)  gegeben  sein,  so  wäre 
die  Form  der  Restreihe  F(x)  —  &(<p(x))  und  diese  eine  arithmetische 
Reihe.  Besteht  nun  auch  eine  solche  für  die  ganze  Reihe  gültige 
Beziehung  zwischen  x  und  y  nicht,  so  kann  man  doch  für  jedes 
Stück  der  Reihe  eine  solche  Beziehung  herstellen.  Man  kann 
nämlich  beliebige  Gruppen  aufeinanderfolgender  Terme  der  Modul- 
reihe als  Stücke  arithmetischer  Reihen  betrachten  und  für  jede 
Gruppe  die  ihr  zukommende  arithmetische  Form  mit  Hilfe  der 
Differenzen  der  Glieder  der  Gruppe  bilden  (§  11).  Der  Bereich 
jeder  Form  würde  zwar  die  Gruppe,  aus  der  sie  gebildet  ist,  nicht 
überschreiten,  doch  kann  man  sich  in  dieser  Weise  die  Reihe  der 
Reste  als  eine  Folge  von  Stücken  arithmetischer  Reihen  vor- 
stellen, deren  jedes  seine  eigene  Form  hat. 

Bildet  man  die  Gruppen  der  Terme  der  Modulreihe  rein  will- 
kürlich, so  ist  mit  dieser  Zerlegung  der  Restreihe  in  beliebige 
Stücke  für  die  Erkenntnis  ihres  Wesens  und  ihrer  Gesetze  nichts 
gewonnen.  An  die  Stelle  einer  aus  einzelnen  Gliedern  bestehenden 
Reihe  ist  lediglich  eine  aus  Stücken  oder  Gruppen  von  Gliedern 
bestehende  getreten.  Bildet  man  jedoch  die  Gruppen  mit  Berück- 
sichtigung der  besonderen  Eigenschaften  der  Reihe  der  abhängigen 
Terme,  so  kann  die  Zerlegung  der  Reihe  in  Stücke  von  arith- 
metischen Reihen  bei  der  Beschreibung  der  Restreihe  und  der 
Erkenntnis  ihrer  Gesetze  gute  Dienste  leisten. 

Der  Willkür  bei  der  Bildung  der  Gruppen  kann  man  zunächst 
dadurch  Schranken  ziehen,  daß  man  nur  solche  Terme  zusammen- 
faßt, welche  eine  arithmetische  Reihe  von  vorgeschriebener  Ord- 
nung bilden.  Da  nun  n  -f-  1  Glieder  unter  allen  Umständen  sich 
als  Stück  einer  arithmetischen  Reihe  von  höchstens  n-ter  Ord- 
nung auffassen  und  in  eine  entsprechende  Form  bringen  lassen, 
so  hat  die  Beschränkung  auf  Reihen  von  höchstens  n-ter  Ord- 
nung nur  Bedeutung,  wenn  die  zu  bildenden  Gruppen  aus  mehr 
als  n  -f-  1  Gliedern  bestehen. 

Die  praktisch  bedeutsamste  Schranke  ist  nun  die,  daß  man 
die  Terme  der  Modulreihe  in  Gruppen  von  zweien  und  mehr  zu- 
sammenfaßt, welche  unter  sich  Reihen  von  ü-ter  oder  1.  Ordnung 
bilden.  Die  Beziehungen  zwischen  y  und  x  sind  dann  y  =  a  (d.  h. 
die  Negation  einer  Beziehung)  und  y  =  ax-\-b.  Die  Restreihe 
F(x) —  (&{y)  ist  im  ersten  Falle  eine  arithmetische  Reihe  von 
derselben  Ordnung  wie  F(x) ,  im  zweiten  entweder  ebenfalls  eine 
von  dieser  oder  von  der  Ordnung  von  <1>  (y) ,  wenn  nämlich  diese 
Reihe  von  höherer  Ordnung  als  F(x)  ist.   -  -  Nun  kann  man  jede 
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beliebige  Restreihe  in  zweigliedrige  Gruppen  von  der  Form 
F(x) — 0{axJrb)  zerlegen.  Von  Bedeutung  ist  aber  eben  deshalb 
die  Zerlegung  erst,  wenn  in  der  Regel  Gruppen  von  mindestens 
drei  Gliedern  sich  bilden  lassen.  Erst  dann  kann  man  von  einem 
besonderen  Gesetz  sprechen,  das  die  Reihe  beherrscht.  Ebenso 
müssen  sich  von  der  Form  F(x) —  0(a)  mindestens  zweigliedrige 
Gruppen  bilden  lassen,  wenn  sich  ein  Gesetz  der  Reihe  darin 
aussprechen  soll. 

Es  steht  also  a  priori  keineswegs  fest,  daß  man  jede  Rest- 
reihe in  Stücke  dieser  Art  zerlegen  kann  und  tatsächlich  wider- 
stehen viele  Reihen  dieser  Zerlegung.  Für  große  und  wichtige 
Reihenkategorien  ist  jedoch  diese  Zerlegbarkeit  ein  wichtiges  Merk- 
mal und  ein  bedeutsames  Hilfsmittel  ihrer  Diskussion.1)  Es  sind 
insbesondere  alle  diejenigen  Restreihen,  deren  gemessene 
Reihe  und  Modulreihe  von  gleicher  Ordnung  ist.  Wir 
nennen  diese  Reihen  gestaffelt,  indem  wir  jedes  Stück  der 
Reihe,  das  eine  arithmetische  Reihe  der  beschriebenen  Art  bildet, 
eine  Staffel  nennen,  und  zwar  soll  eine  von  der  Form 
F(x)  —  0(a)  Staffel  bei  stehendem  oder  stationärem  Term, 
von  der  Form 

F(x)  —  <P(ax-\-b)  Staffel  bei  fortschreitendem  oder  pro- 
gressivem Term  heißen. 

Da  mit  dem  Übergang  von  einer  Staffel  zur  anderen  die  Form 
der  Reihe  sich  unvermittelt  ändert,  indem  a  bzw.  a  und  b  andere 
Werte  annehmen,  das  Gesetz  der  Restreihe  hier  also  plötzlich 
eine  Änderung  erfährt,  worin  eben  die  Unregelmäßigkeit  der 
Restreihe  besteht,  so  nennen  wir  die  Veränderungen  an  den 
Grenzen  der  Staffeln  Verwerfungen  der  Reihe. 

Ein  Merkmal  der  stationären  Staffeln  ist,  daß  ihre  Glieder 
kleiner  sind  als  der  Unterschied  der  Differenz  der  Modulreihe  und 
der  gemessenen  Reihe.  Ist  also  R'  =  F(x) —  0(y')  ein  Rest  einer 
stationären  Staffel,  so  ist  R'  <T A 0 (yf) — ■AF(x').  Der  folgende 
Rest  ist  dann  R"  =  F{x')  +  A  F(x')  —  0{y') ;  es  bleibt  %f  also  unge- 
ändert.  Denn  es  ist  F(x')  —  0(y')  <CA&(y')  und  daher  F(x')  -{-AF{x') 
—  0(y')  =  R'  +  AF(x')<A0(y'),  also  R"  auch  ein  Rest. 

§  40.   Die  Vertauschung  der  Rollen  der  Reihen. 

Machen  wir  in  der  Reihengleichung  die  Modulreihe  zur  ge- 
messenen, die  gemessene  zur  Modulreihe,  so  nennen  wir  diese 
Operation  eine  Vertauschung  der  Rollen  der  Reihen.  Der 
Term  der  Modulreihe  wird  also  zum  unabhängigen,  der  Term  der 
gemessenen  Reihe  zum  abhängigen  Term.  Um  dieses  in  der  Form 
zum  Ausdruck  bringen  zu  können,  wollen  wir  hier  und  überall,  wo 
es  erforderlich  erscheinen  sollte,  den  unabhängigen  Term  durch  ein 
Anführungszeichen  kenntlich  machen.  Ist  also  #(,,#") — 0{y)  die 
Form  der  Restreihe  von  F(,,x")  in  0(y),   so  ist  F(x)  —  0(,,y")  die 

x)  Beispiele  siehe  im  vorigen  Paragraphen  sowie  unten  in  §  60. 
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Form  der  Reihe,  welche  aus  jener  durch  Rollentausch  hervorgeht. 
Wir  nennen  die  eine  Reihe  die  Volute  oder  Volte  der  anderen. 
Es  ergibt  sich  unmittelbar,  daß  die  Volte  einer  Restreihe 
eine  Defektreihe  ist  und  umgekehrt.  Eine  Reihe  und  ihre  Volte 
haben  nun  immer  gemeinsame  Glieder.  Im  allgemeinen  hat  die 
Reihe  Glieder,  welche  ihre  Volte  nicht  hat,  und  zugleich  diese 
Glieder,  welche  jene  nicht  hat.  Wir  können  jedoch  immer  die 
Reihe  so  in  Teile  zerlegen,  daß  innerhalb  jedes  Teiles  entweder 
die  Volte  der  Reihe  oder  die  Reihe  der  Volte  vollständig  sub- 
sumiert ist,  oder  in  welchem  entweder 

1.  F(x)-&{„y")^F(„x")  —  &(y),  oder 

2.  F(„x«)  —  <Z>(y)  ^  F(x)  —  <P(„y")  ist.1) 

Durch  den  Rollentausch  wird  im  ersten  Falle  die  Anzahl  der 
Glieder  nicht  vermehrt,  d.  h.  sie  wird  vermindert  oder  bleibt  sich 
gleich,  im  zweiten  Falle  wird  sie  nicht  vermindert,  d.  h.  sie  wird 
vermehrt  oder  bleibt  sich  gleich.  Es  gibt  also  auch  Stücke  der 
Reihen,  deren  Gliederzahl  beim  Rollentausch  unverändert  bleibt. 
Es  sind  die  progressiven  Staffeln.  Man  kann  sie  beiden  Arten 
von  Reihenteilen  zuzählen.  Was  geschehen  soll,  ist  im  einzelnen 
Falle  festzustellen. 

Es  gibt  auch  Reihen,  die  ihrem  ganzen  Verlaufe  nach  in  eine 
der  beiden  Kategorien  gehören. 

Es  muß  ausdrücklich  hervorgehoben  werden,  daß  die  hier 
besprochenen  Eigenschaften  der  Reihen  von  der  Wahl  des  Terms 
der  Modulreihe  in  später  darzulegender  Weise  abhängen. 

§  41.    Die  allgemeine  Form  der  algebraischen  Reihengleichungen. 

Sind,  wie  wir  im  folgenden  immer  annehmen  wollen,  die 
Reihen  F(x)  und  <I>(y)  arithmetische,  so  ist  die  Reihengleichung 
F(x)  —  (P(y)  =  0  eine  algebraische.  Die  algebraischen  Reihen- 
gleichungen teilen  wir  nun  ein  nach  der  Ordnung  ihrer  Reihen, 
und  zwar  heißt  eine  Gleichung,  deren  gemessene  Reihe  ra-ter 
und  deren  Modulreihe  n-ter  Ordnung  ist,  eine  Reihengleichung 
m-ten  Grades  n-ter  Ordnung. 

Den  beiden  arithmetischen  Reihen  können  wir  nun  immer  die 
Formen 

F{x)  =  f{x)  +  k1    und     <Hy)  =  y{y)Jrh 

geben.  Sind,  wie  wir  allgemein  annehmen  dürfen,  F(x)  und  </>(*/) 
Schnittgleichungen  und  zwar,  wie  wir  insbesondere  annehmen  wollen, 
in  steigenden  Reihen,  so  sind  kx  und  k2  kleinste  positive  Glieder  der 
Reihen  und  k1<C_Af{Q),  k2<iAcp{Q).  Die  Reihengleichung  erhält 
nun  die  Form  f(x)  —  <p(y)  =  k2  —  kt ,  wo  \k2  —  k1  \  «<  k2 .    Den  ab- 


x)  Vgl.  wegen  des  Begriffs  und  der  Bezeichnung  der  Subsumtion:  E.Schröder, 
Vorlesungen  über  die  Algebra  der  Logik.  Bd.  I.  Leipzig  1890,  oder  E.  Müller 
(Schröder),  Abriß  der  Algebra  der  Logik.    I.  Teil.    Leipzig  und  Berlin  1909. 
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sohlten  Betrag  k2  ■ —  kx  j  wollen  wir  mit  k  bezeichnen.  Ist  nun 
k2  —  kx  >•  0 ,  so  nimmt  die  Reihengleichung  die  Form 

(1)  f(x)  —  <p(y)  =  k, 
ist  k2  —  kx  <<  0 ,  die  Form 

(2)  y(y)-f(x)  =  k 

an.  Im  ersten  Falle  stellt  die  linke  Seite  f(x) —  q(y)  die  Reihe 
der  Reste  von  f(x)  in  cp(y)  im  zweiten  Falle  <p (y)  —  f(x)  die 
Reihe  der  Defekte  von  f(x)  in  qp(y)  dar.  In  beiden  Fällen  ist 
&<<Jf/)(0)  also  selbst  ein  Rest  oder  Defekt  der  Reihe. 

Findet  sich  nun  in  der  Restreihe  f(x)  —  (p(y)  der  Rest  k, 
so  ist  die  Gleichung  (1),  oder  findet  sich  in  der  Defekt- 
reihe (p(y)  —  f(x)  der  Defekt  k,  so  ist  die  Gleichung  (2) 
lösbar.  Andernfalls  sind  die  betreffenden  Gleichungen 
unlösbar. 

Die  Bildung  der  Restreihe  sowie  der  Defektreihe  beginnt  nun 
regelmäßig  mit  der  Lösung  der  Gleichung 

(3)  '     f(x)-<p(y)  =  0, 

welche  wir  die  Nullgleichung  der  Restreihe  oder  der  Defekt- 
reihe nennen.  Ihre  Lösungen  sind  die  Nullglieder  dieser  Reihen. 
—  Da  nun  das  erste  Glied  beider  Reihen  /(0)  und  99(0)  gleich  0 
ist,  gibt  es  immer  eine  Lösung  der  Nullgleichung  ganz  unab- 
hängig von  den  Formen  f(x)  und  cp{y),  nämlich  x  =  0,  y  =  Q. 
Wir  nennen  sie  die  selbstverständliche  Lösung  der  Null- 
gleichung. Es  handelt  sich  daher  immer  nur  um  die  Auffindung 
von  den  von  0  verschiedenen  Lösungen  der  Gleichung  (3). 

Die  hier  angenommene  allgemeine  Form  schließt  nicht  aus,  daß 
in  besonderen  Fällen  die  gemessene  Reihe  f(x)  keine  Nullgliedreihe 
ist,  sondern  einen  unveränderlichen  Posten  enthält.  Die  Modulreihe 
dagegen  wird  unter  allen  Umständen  eine  Nullgliedreihe  sein. 

Ist  die  Reihengleichung  von  der  ersten  Ordnung,  so 
hat  sie  die  Form 

(4)  f(x)  —  Ay  =  k.1) 

Genügen  ihr  zwei  Terme  x'  und  x",  so  bedeutet  dieses,  daß 
beide  Glieder,  f(x')  und  f{x"),  der  gemessenen  Reihe  in  der  Modul- 
reihe den  Rest  k  haben.  Wir  nennen  sie  deshalb  gleichrestig 
oder  kongruent  in  bezug  auf  die  Modulreihe  bzw.  deren  Kon- 
stante A,  welche  auch  kurz  der  Modul  der  Reihe  genannt  wird.  Aus 

f{x')  —  Ay'  =  k     und     f{x")—Ay"  =  k 
folgt  nun 

(5)  f(x')-f(x")  =  A{y'—y"), 

d.  h.  die  Differenz  zweier  kongruenter  Glieder  einer  Reihe 
ist  immer  ein  Vielfaches   des  Moduls.     Da  auch  umgekehrt 

1)  Wir  betrachten  in  der  Regel  nur  die  Restgleichung,  da  die  entsprechenden 
Sätze  für  die  Defektgleichung  sich  analog  sehr  einfach  ergeben. 
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aus  (5)  immer  die  Kongruenz  von  f(x')  und  f(x")  folgt,  so  kann 
man  die  Gleichung  (5)  auch  als  Definition  der  Kongruenz  be- 
trachten. 

Wegen  dieser  Beziehungen  pflegt  man  die  Reihengleichungen 
erster  Ordnung  auch  kurz  Kongruenzen  zu  nennen,  und  zwar 
niedere  oder  gewöhnliche  Kongruenzen,  wenn  sie  zugleich  ersten 
Grades,  höhere,  wenn  sie  höheren  Grades  sind.  Wenn  wir  hier 
von  der  Berechnungsweise  und  Terminologie  der  weit  ausgebildeten 
Lehre  von  den  Kongruenzen  keinen  Gebrauch  machen,  sondern 
auch  die  Reihengleichungen  erster  Ordnung  immer  als  Gleichungen 
schreiben  und  behandeln,  so  geschieht  es  wegen  der  Analogie  mit 
den  Reihengleichungen  höherer  Ordnung,  bei  denen  es  eine  den 
Kongruenzen  entsprechende  Darstellungsweise  keine  besonderen 
Vorteile  bietet.  An  sich  wäre  auch  hier  nichts  im  Wege,  in 
gleicher  Weise  wie  bei  denen  erster  Ordnung  Kongruenzen  zu 
definieren,  nur  wäre  der  Modul  dann  keine  konstante  Zahl,  sondern 
eben  eine  Modulreihe.    Die  Gleichung  (1)  würde  dann  die  Form 

f(u)  =  f(v)  mod  cp(y) 

annehmen.  Eine  derartige  Kongruenz  wäre  dann  als  eine  Kon- 
gruenz höherer  Ordnung  zu  bezeichnen,  während  die  sogenannten 
höheren  Kongruenzen  solche  höheren  Grades  erster  Ordnung  wären. 
Die  zweite  Definition  der  Kongruenzen  erster  Ordnung  ist  natür- 
lich auf  die  höhere  Ordnung  nicht  übertragbar. 


B.  Reihengleichungen  erster  Ordnung. 
1.  Allgemeine  Reihengleichungen  erster  Ordnung. 

§  42.   Die  Lösung  der  Gleichungen  mit  Hilfe  ihrer  Teilgleichungen. 

Die  allgemeine  Form  einer  Reihengleichung  erster  Ordnung 
ist,  je  nachdem  man  als  Form  der  gemessenen  Reihe  die  eines 
Polynoms  oder  eines  Polyforms  wählt 

(1)  atf1  -\-b&-x  -\- c&-* -\-  .  .  .  Jrhx  —  Ay  =  k 

(2)  a^)  +  b>(nll)  +  c>(n^2)  +  ...+h'(j)-Ay  =  k. 

Die  linken  Seiten  stellen  die  Formen  der  Restreihe  dar. 
Welche  von  beiden  man  im  besonderen  Falle  wählt,  hängt  von 
der  zu  lösenden  Aufgabe  ab,  da  je  nachdem  bald  die  eine,  bald 
die  andere  Form  sich  besser  eignet. 

Da  die  Differenz  der  Modulreihe,  \yA  =  A,  konstant  ist, 
sind  sämtliche  Reste  kleiner  als  der  Modul  A. 

Die  Nullgleichungen  von  (1)  und  (2)  sind: 

(3)  a^-\-bxn-x-\- cxn~'l-\-  .  .  .  +hx  —  Ay  =  0 
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Um  Lösungen  dieser  Gleichung  zu  finden,  zerlegen  wir  sie  in 
die  Teilgleichungen. 

(5)  axn — Ay  =  0,  bxn-~1—Ay  =  0,  cxn~2 — Ay  =  0,  ...,  hx — Ay=0 

(6)  a'(Z)-Ay=0,  b'(%)-Ay=0,  c'(^2)-Ay=0} ...,  hf(f\-Ay=0. 


Jede  gemeinsame  Lösung  sämtlicher  Teilgleichungen 
ist  nun  eine  Lösung  der  Gesamtgleichung.  Denn  eine  Null- 
gleichung lösen  bedeutet  dasselbe  wie  diejenigen  Glieder  der  ge- 
messenen Reihe  finden,  welche  durch  den  Modul  A  teilbar 
sind.  Sind  aber  alle  Posten  einer  Summe  durch  A  teilbar,  so  ist 
es  offenbar  auch  die  Summe. 

Die  gemeinsamen  Lösungen  aller  Teilgleichungen  ergeben  sich 
aber  aus  den  Lösungen  der  einzelnen  Gleichungen  folgendermaßen  : 
Kennt  man  eine  Lösung  einer  Teilgleichung,  so  ist  jedes  Viel- 
fache dieser  Lösung  auch  eine  Lösung.  Ist  also  eine  Lösung 
jeder  Teilgleichung  bekannt,  so  ist  jedes  gemeinsame  Viel- 
fache der  Lösungen  eine  Lösung  der  Gesamtgleichung. 

Man  erhält  offenbar  am  meisten  Lösungen  der  Gesamtgleichung, 
je  kleiner  die  Lösungen  der  Einzelgleichungen  sind.  Daher  sind 
die  kleinsten  Lösungen  dieser  zu  suchen. 

Während  alle  gemeinsamen  Lösungen  der  Teilgleichungen 
auch  Lösungen  der  Gesamtgleichungen  sind,  gilt  nicht  umge- 
kehrt, daß  auch  alle  Lösungen  der  Gesamtgleichung  auch  gemein- 
same Lösungen  der  Teilgleichungen  sind.  Wir  teilen  daher  die 
Lösungen  der  Gesamtgleichung  in  solche,  welche  zugleich  alle 
Teilgleichungen  lösen,  und  solche,  welche  es  nicht  tun.  Erstere 
nennen  wir  die  ordentlichen  oder  regulären,'  letztere  die 
außerordentlichen  oder  irregulären  Lösungen  der  Gleichung. 

§  43.   Die  Lösung  der  Teilgleichungen. 

1.  Die  allgemeine  Form  einer  polynomischen  Teilgleichung  ist 

(1)  ax11  —  Ay  =  0. 

Haben  die  Koeffizienten  gemeinsame  Faktoren,  so  kann  man 
sie  durch  Division  durch  den  größten  derselben  x  reduzieren  auf 

(2)  axn  —  Ay  =  Q, 

wo  a  und  A  prim  zueinander  sind.  Die  Lösungen  dieser  Glei- 
chung aber  sind  unabhängig  vom  Wert  von  a  und  daher  identisch 
mit  denen  der  Gleichung 

(3)  xn  —  Ay  =  0. 

Die  Lösungen  von  dieser  sind,  abgesehen  von  der  selbstver- 
ständlichen Lösung  x  =  0,  y  =  0,  gleichbedeutend  mit  den  Zahlen, 
deren  n-te  Potenz  den  Teiler  A  hat.  Wir  erhalten  sie,  indem 
wir  A  in  seine  Primfaktoren  zerlegen.     Sei 

A  =  atx  ■  a2fl  .  .  .  asa . 

Voigt,  Theorie  der  Zahlenreihen.  6 
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Ist  nun 
(/' — l)n<CA<,2.'n,  (fi' — l)n<Cju^ju'n,  ...,    (0' — l)n<^o<Ln'n, 
so  ist 

(4)  x'  =  «/'  •  a/  .  .  .  a,/ 

die  kleinste  Lösung  von  (2)  und  (3).  Die  allgemeine  Lösung 
ist  jedes  Vielfache  von  x',  also  x'v,  wenn  v  eine  beliebige  ganze 
Zahl  darstellt. 

Die  Lösungen  von  (1)  aber  erhält  man  aus  (4),  indem  man 
sie  außer  mit  v  noch  mit  y.,  dem  größten  gemeinsamen  Faktor 
von  a  und  A  multipliziert.     Sie  sind  also  enthalten  in 

(5)  x  =  x ■  «/•'  •  c2"'  .  .  .  a/  ■  v. 

2.  Die  polyforme  Gleichung  zerfällt  nun  ähnlich  in  Teil- 
gleichungen von  der  Form 

(6)  a$  —  Ay=0, 
die  sich  ebenso  wie  (1)  auf 

(7)  a(f\-Ay  =  0, 


wo  a  prim  zu  A,  und  auf 


W  GJ-Ay=o 

reduzieren  lassen. 

Diese  Formantengleichung  unterscheidet  sich  bezüglich  ihrer 
Lösungen  von  der  entsprechenden  Potenzgleichung  dadurch,  daß 
sie  n  selbstverständliche  Lösungen  hat,  nämlich  x  =  0,  1,  2,  3,  . .  ., 
n —  1,  y  =  0.  Es  wird  nun  zu  zeigen  sein,  daß  sämtliche  Lösungen 
Gruppen  von  n  aufeinanderfolgenden  Werten  des  unabhängigen 
Terms  bilden.  Da  die  von  den  selbstverständlichen  Lösungen 
verschiedenen  Lösungen  von  (8)  identisch  sind  mit  den  Termen, 
deren  n-te  Formante  durch  A  teilbar  ist,  so  ist  das  Problem  der 
Lösung  offenbar  gleichbedeutend  mit  der  Untersuchung  der  Teil- 
barkeit der  Formanten,  der  wir  uns  daher  zuwenden. 

Von  den  Gruppenlösungen  unabhängig  lassen  sich  immer  zwei 
Lösungen  von  (8)  angeben. 

Da  nämlich  (*)  _  £  (;=  })  =  (.•  ,)  ^±1 ,  s0  sind  x  =  nA 

und  x  —  n -f-  1  =  nA  oder  x  =  n(A-\-l) —  1  immer  Lösungen  der 
Gleichung. 

§  44.  Die  Teilbarkeit  der  Formanten. 

Aus  der  Gleichung  ^^  +  D(m  +  2) . . .  {m  +  n-l)=__^    ^^ 

in  §  5  bewiesen  wurde,  folgt,  daß  das  Produkt  aus  n  beliebigen 
aufeinanderfolgenden  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  oder  einer 
?i-Sequenz,  wie  wir  ein  solches  Reihenstück  kurz  bezeichnen 
wollen,  immer  teilbar  ist  durch  das  Produkt  der  ersten  n  Zahlen 
der  natürlichen  Zahlenreihe,  der  ersten  w-Sequenz,  oder  durch 
?i-Fakultät. 
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Jede  n- Sequenz  besteht  aus  n  Zahlen,  deren  Reste  in  der 
Modulreihe  ny  verschieden  sind,  oder  stellt,  wie  es  sonst  aus- 
gedrückt zu  werden  pflegt,  ein  System  nach  dem  Modul  n  in- 
kongruenter Zahlen  dar.  Nennen  wir  nun  v  irgendeine  Zahl  der 
ersten  n- Sequenz,  so  befindet  sich  in  jeder  n- Sequenz  mindestens 
eine  durch  v  teilbare  Zahl.  Die  Anzahl  der  durch  v  teilbaren 
Zahlen  in  der  Sequenz  hängt   ab  von  der  Lösung  der  Limitation 

(1)  5v£n<{g+l)v 

nach  f.  Da  v<n,  so  ist  £>1.  Die  Anzahl  der  in  der  n- Sequenz 
durch  v  teilbaren  Zahlen  ist  mindestens  £  und  höchstens  f-f-1. 
—  Ist  v  ein  Teiler  von  n,  also  die  Gleichung 

(2)  £v  =  n 

exakt  lösbar,  so  ist  die  Anzahl  der  durch  v  teilbaren  Zahlen 
gleich  |.  —  Es  befindet  sich  also  in  einer  n- Sequenz  immer  nur 
eine  durch  n  teilbare  Zahl.  Ist  £=1,  also  v<in<i2v,  so  gehört 
v  zu  den  größeren  Zahlen  oder  der  oberen  Hälfte  der  ersten 
n-Sequenz.  Eine  dieser  Zahlen  ist  höchstens  Teiler  von  zwei 
Zahlen  einer  Sequenz.  Ist  dagegen  £>>1,  so  gehört  v  zu  den 
kleineren  Zahlen  oder  der  unteren  Hälfte  der  ersten  Se- 
quenz. Diese  Zahlen  sind  Teiler  von  mindestens  zwei  Zahlen 
jeder  Sequenz,  insbesondere  sind  sie  auch  immer  Teiler  von  Zahlen 
der  oberen  Hälfte.     Diese  sind  niemals  Teiler  voneinander. 

Wir  betrachten  nunmehr  alle  Zahlen  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe unter  dem  Gesichtspunkt  ihrer  Teilbarkeit  oder  Nichtteil- 
barkeit  durch  Zahlen  der  ersten  n- Sequenz.  Jede  Aussage  über 
die  Teilbarkeit  oder  Nichtteilbarkeit  einer  Zahl  durch  Zahlen  der 
Sequenz  definiert  einen  Zahlentyp,  wobei  der  Aussage  nur  die 
Beschränkung  aufzuerlegen  ist,  daß  die  in  ihr  vorkommenden 
Zahlen  einander  ausschließen,  d.  h.  prim  zueinander  sein  müssen. 
Die  Definition  des  Zahlentyps  kann  in  einer  einfachen  positiven 
oder  negativen  Aussage  über  die  Zahlen  des  Typs  bestehen,  wie: 
Die  Zahlen  sind  durch  vx  teilbar,  oder:  Sie  sind  durch  v2  nicht 
teilbar.  Im  allgemeinen  ist  sie  ein  zusammengesetztes  Urteil  von 
der  Form :  Die  Zahlen  des  Typs  sind  durch  ry  und  v2  und  r3  teil- 
bar, dagegen  durch  r4  und  r5  und  v6  nicht  teilbar.  Es  besteht 
aus  Elementarurteilen  der  ersten  Art.  Bezeichnen  wir  das  positive 
Elementarurteil:  Die  Zahl  ist  durch  vQ  teilbar,  durch  (ve),  dagegen 
das  negative  Urteil :  Die  Zahl  ist  durch  v„  nicht  teilbar,  durch  (v0), 
so  läßt  sich  die  Definition  jedes  Typs  durch  die  Aneinanderreihung 
solcher  Klammergrößen  schreiben,  die  zugleich  den  Typ  bezeichnet. 
Alle  ganzen  Zahlen  als  Type  der  Zahlen  der  n- Sequenz  be- 
trachtet, nennen  wir  das  w-System  der  Zahlen. 

Es  sei  nun  N  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der 
Zahlen  der  n- Sequenz.  Es  sind  dann  unter  je  N  aufeinander- 
folgenden Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  oder  in  jeder  2V-Se- 

N 
quenz  —  durch  vn  teilbare    Zahlen    oder    Zahlen    vom    Typ   (ve). 
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Sind  ve  und  va  zwei  zueinander  prime  Zahlen  der  w-Sequenz,  so 
sind  in  jeder  N-  Sequenz  durch  das  Produkt  ve  va  oder  sowohl 

Vq   )V> 

durch  ve  als  durch  v0  teilbare  Zahlen,  oder  Zahlen  vom  Typ  {ve)  (v„) . 

Allgemein    finden    sich    in     jeder    N- Sequenz    N-— —  .  ... 

Zahlen  vom  Typ  (ve)  (va)  .  .  .  (vT).  —  Anderseits  befinden  sich  in 
jeder  N- Sequenz  N  —  N-—  =  N  (l — J  durch  ve  nicht  teil- 
bare Zahlen  oder  solche  vom  Typ  (>,,).  Unter  den  AT—  durch  v„ 
teilbare  Zahlen  finden    sich  nun  N sowohl   durch    v„  als 

Vq  Va 

durch  va  teilbare  Zahlen,  also  finden  sich  in  jeder  N- Sequenz 
N — (l )  Zahlen,  welche  nur  durch  vn,   nicht  aber  zugleich 

Vq     \  V„  I 

durch  va  teilbar,  also  von  Typ  (ve)  (v„)  sind.  Daher  ist  die  Anzahl 
aller  Zahlen  einer  N- Sequenz,    die  weder  durch  ve  noch  durch  va 

teilbar  oder  vom  Typ  (v9)  (va)  sind,  gleich 

n(i-—)  —  n  —  (i  —  —)  =  n-(i  —  — )(l-- 

Va   I  Vq     \  Vn  I  V  Vq  I    \  Va 

Sowie  die  Faktoren  von  der  Form  J  dem  bejahenden  Urteil 
in  der  Definition  des  Typs  entsprachen,  so  entsprechen  Faktoren 
von  der  Form  1 dem  verneinenden  Urteil  in  der  Definition. 

V 

Wir  können  daher  für  jeden  Typ  die  Anzahl  ihrer  Vertreter  in 
jeder  A7-Sequenz  oder  deren  typische  Zahl  ohne  weiteres  hin- 
schreiben.   So  ist  die  Zahl  des  Typs  (ry)  (vx)  .  .  .  (rfl)  ■  (vQ)  {va)  . .  .  (vT) 

1    i...±.(i— L)  i__ L)...(!_^ 

VI  Vfi       V  Vq)    \  Va'  \  VX 

y,  ...,/.  die  Primzahlen  der  n -Sequenz,  so  bedeutet  («)  {ß)  (y)  . . .  (y) 
den  Typ  der  durch  keine  Zahl  der  n-  Sequenz  teilbaren  Zahlen. 
Sie  sind  also  prim  zu  sämtlichen  anderen  Zahlen  des  n-  Systems 
und    wir    nennen    sie    daher    die    relativen    Primzahlen    des 

w-Systems.    Ihre  Anzahl  ist  N  (l—  ~)(l  —  jji1  —  4)  •  •  •  (1  —  j)- 

Es  ist  die  Zahl,  welche  Gau ß  mit  (p(N)  bezeichnete,  die  also  eine 
der  typischen  Zahlen  des  n-  Systems  ist. 

Ist  nun  a  eine  Zahl  des  n-  Systems  von  einem  bestimmten 
Typ,  so  ist  jede  Zahl  von  der  Form  a-\-vN  von  demselben  Typ. 
Denn  hat  a  die  Faktoren  a,  ß,  .  .  .,  d  aus  der  w-Sequenz,  so  hat 
auch  a  -{-  vN  dieselben  Faktoren,  da  N  alle  Faktoren  der  A7-Sequenz 
hat;  und  hat  a  die  Faktoren  a',  [>'.  .  .  .,  d'  nicht,  so  hat  auch 
a-\-vN  diese  Faktoren  nicht,  denn  hätte  diese  Zahl  die  Faktoren, 
wäre  also  gleich  eine  Zahl  b  mit  den  Faktoren  a' ',  />',  .  .  .,  Ö',  so 
hätte  b  —  vN  =  a  ebenfalls  diese  Faktoren,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist.  —  Die  Zahl  N  ist  also  die  Periode  des  Systems. 


gleich  J.JL.-L  .  .  .  i.(r_JL)(i_JL)  .  .  .  (1-J-).  SM«,/?, 
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Es  folgt  daraus,  daß  jede  A7-Sequenz  Zahlen  aller  möglichen 
Type  des  n- Systems  enthalten  muß;  denn  besitzt  eine  N- Sequenz 
einen  Typ,  so  müssen  ihn  alle  haben.  Kennen  wir  daher  die  Zahlen 
eines  Typs  in  der  ersten  N-  Sequenz,  so  kennen  wir  ihre  allgemeinen 
Formen.  Insbesondere,  kennen  wir  die  relativen  Primzahlen  der 
ersten  Sequenz  eines  Systems,  so  können  wir  die  Formen  aller 
relativen  Primzahlen  des  Systems  angeben.  Als  erste  Periode  des 
Systems  betrachten  wir  dabei  entweder  die  mit  der  Zahl  n  -\-  1 
beginnende,  oder  wir  rechnen  1  zu  den  Primzahlen  aller  Systeme 
und  beginnen  mit  1 .  Wir  können  hiernach  alle  Zahlen  des  natür- 
lichen Zahlensystems  in  jedem  n- System  klassifizieren  in  Prim- 
zahlen und  Nichtprimzahlen  der  verschiedenen  Type.  Diese 
Klassifikation  sei  hier  für  die  einfachsten  n- Systeme  durchgeführt. 

1.  Das  2- System  hat  die  Periode  2.  In  jeder  Sequenz  findet 
sich  nur  eine  Primzahl.  Da  die  der  ersten  Sequenz  3  bzw. 
1  ist,  so  ist  die  Form  der  Primzahlen  dieses  Systems 
2^4-3  bzw.  2v-j-l,  die  der  Nichtprimzahlen  2v. 

2.  Das  3 -System  hat  die  Periode  6.  In  jeder  Sequenz  finden 
sich  2  Primzahlen.  Die  der  ersten  sind  5  und  7  bzw.  1 
und  darum  die  Form  der  Primzahlen  öv-f-  1,  6«?-j-5,  die 
der  Nichtprimzahlen  6v,   6v-j-2,  6v^3,  6v-(-4. 

3.  Das  4 -System  hat  die  Periode  12  und  in  jeder  Sequenz 
4  Primzahlen.  Die  der  ersten  sind  5,  7,  11,  13  bzw.  1, 
die  Formen  der  Primzahlen  sind  also  12v-j-l,  12*y-j-5, 
12v+7,  12v4-ll,  die  der  Nichtprimzahlen  12v,  12-y-f-2> 
12^  +  3,    12v  +  4,    12^  +  6,    12v+8,    12v  +  9,    12t? -j- 10. 

4.  Das  5 -System  mit  der  Periode  60  hat  in  jeder  Sequenz 
16  Primzahlen.  Die  der  ersten  sind:  7,  11,  13,  19,  23, 
29,  31,  37,  41,  43,  47,  49,  53,  59,  61  bzw.  1,  woraus  sich 
die  Formen  der  Primzahlen  und  Nichtprimzahlen  des 
Systems  ergeben.  —  Es  sei  bemerkt,  daß  alle  Primzahlen 
der  ersten  Sequenz  des  5 -Systems  bis  auf  die  eine  49  zu- 
gleich absolute  Primzahlen  sind. 

Die  Formen  der  Zahlen  eines  Systems  heißen  die  typischen 
Formen  des  Systems. 

Die  relativen  Primzahlen  jedes  Systems  enthalten  auch  die 
absoluten  Primzahlen.  Diese  sind  jenen  subsumiert.  Je  höher 
die  Grundzahl  des  Systems  gewählt  wird,  desto  größer  ist  der 
Anteil  der  absoluten  Primzahlen  an  den  Primzahlen  des  Systems. 
Die  Primzahlen  eines  Systems  stellen  daher  eine  Annäherung 
an  die  absoluten  Primzahlen  dar,  die  um  so  größer  ist,  je 
größer  die  Grundzahl  ist.  Der  Anteil  der  absoluten  Primzahlen 
ist  größer  unter  den  höheren  als  unter  den  niederen  Sequenzen. 
Die  absoluten  Primzahlen  lassen  sich  betrachten  als  die  Prim- 
zahlen des  co -Systems.  Sie  haben  also  die  Periode  oo,  d.  h.  im 
Endlichen  überhaupt  keine  Periode. 
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In  dem  Produkt  der  ersten  n- Sequenz  oder  in  n\  kommen 
alle  Zahlen  der  Sequenz  als  Faktoren  nur  so  oft  vor,  als  dem 
Minimum  ihres  Vorkommens  in  einer  Sequenz  entspricht.  Kommt 
also  v  in  einer  Sequenz  im  allgemeinen  X  oder  X  -f-  1  mal  vor ,  so 
kommt  es  in  der  ersten  Sequenz  nur  X  mal  vor.  Das  ist  der 
Grund  der  bekannten  Tatsache,  daß  das  Produkt  einer  beliebigen 
w-Sequenz  durch  w!  teilbar  oder  eine  Zahl  vom  Typ  n\  im  n- System 
ist.  Der  Quotient  einer  w-Sequenz  durch  w!  ist  eben  eine  Forinante. 

Die  Teiler  einer  Formante  lassen  sich  nun  in  folgender  Weise 
aus  den  einzelnen  Faktoren  des  Zählers  ermitteln.     Es  sei  in  ein 
Faktor  des  Zählers  und  zwar  der  X-\-  1-te.    Der  Zähler  hat  dem- 
nach, wenn  wir  eine  5-Formante  betrachten,  die  Form 
(m  —  X)  (m  —  X  -\-  1 )  ...  (m  — 1 )  m  (in  -}-  1)  ...  (m-^-n  —  X  —  1) . 

Die  Formante  läßt  sich  daher  schreiben: 

m  —  XI     m     ,r    m-j-1    1 n\ 

l    J'r-[Ä_;._i|5    wo    r  —  V{n_}L_1)r 

Im  allgemeinen  ist  nun        ein  echter  Bruch.    Kürzen  wir  ihn, 

indem  wir  Zähler  und  Nenner   durch   den   größten  gemeinsamen 

Faktor   von  [m  und  r  dividieren,    so  nimmt  er  die  Form  —  an, 

wo  q  prim  zu  /li.  Da  die  Formante  für  jeden  Wert  von  m  eine 
ganze  Zahl  ist,  muß  also  q  in  den  übrigen  beiden  Faktoren  der 
Formante  aufgehen  und  es  ist   also  ju  ein  Faktor  der  Formante. 

Betrachten  wir  nun  mit  \™\  beginnend  n  aufeinanderfolgende 

Formanten,  so  hat  m  in  jedem  der  Zähler  eine  andere  Stellung. 
X  durchläuft  die  Reihe  von  0  bis  n  —  1 .  Jedem  Wert  von  X  ent- 
sprechend hat  r  einen  anderen  Wert.  Es  durchläuft  die  sym- 
metrische Reihe 

n\  n\  n\  n\  n\ 

(n  —  1) ! '       (»—2)!»       2!(n  —  3)!  '       3!(a  —  4)!  '       *    '    "'      (»—  1)!  ' 

deren  mittleren  Gheder  die  größten  sind. 

Um  nun  den  allen  n  Formanten  gemeinsamen  Faktor  zu  er- 
halten, bilden  wir  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  aller  r,  das 

mit  N  identisch  ist.  An  Stelle  des  Bruches  —  tritt  dann  !?  .  Ist 
dessen  kürzeste  Form  —f ,  so  ist  fi  der  gesuchte  gemeinsame  Faktor 
der  n  Formanten  von  (™)   bis   (m  +  ^_1> 

Ist  nun  umgekehrt  [x  gegeben,  so  ergibt  sich  m  aus  der 
Gleichung    ''.        ",  .     Hierin  ist  q    der  zu  /uf  prime  Faktor  von  N. 

Es  wird  also  der  Term  m  gebildet,    indem    man  den    gegebenen 

N 
gemeinsamen  Faktor  der  Formanten  ii'  mit  —  multipliziert.    Im 

allgemeinen  ist  g'  N  also  m  ein  Vielfaches  von  //.  Ist  jedoch 
fi'  eine  relative  Primzahl  des  n- Systems,  so  ist  q  =  N  und  m  =  ju'. 


Die  Beziehungen  der  Reihen.  87 

Dabei  sei  bemerkt,  daß  die  absoluten  Primzahlen,  welche  kleiner  als  n 
sind,  nicht  zu  den  relativen  Primzahlen  des  Systems  gehören.  Da  in 
diesem  Falle  o  das  Produkt  aller  von  //  verschiedenen  Primzahlen 

N 
von  N  bedeutet,  so  ist     r  eine  Potenz  von  u!  und  daher  auch  m 

Q 

eine  solche  Potenz.  Ist  /j!  eine  Zahl,  welche  nur  Faktoren  von  N 
enthält,  so  ist  q'=1  und  m  =  N-f/. 

Ist  m  der  erste  Term  einer  Gruppe  von  n  durch  die  Zahl  11 
teilbarer  Formanten  n-ter  Ordnung,  so  ist  jedes  Vielfache  von  m 
offenbar  ebenfalls  ein  erster  Term  einer  Gruppe  von  durch  yl  teil- 
baren Zahlen.  Es  gibt  also  unendlich  viele  Gruppen  durch  eine 
beliebige  Zahl  teilbarer  Zahlen  in  jeder  Formantenreihe.  Ihre 
Periode  ist  m.    Die  allgemeine  Form  der  Terme  einer  Gruppe  ist 

mv,     mv-\-l,     mv-\-2,     .  .  .,     mv-{-n — 1. 

Können  wir  aber  in  jeder  Formantenreihe  die  durch  eine 
gegebene  Zahl  teilbaren  Formanten  bestimmen,  so  können  wir 
auch  die  Gleichung  (8)  in  §  43 

(8)  ffi-Ay  =  0 


lösen,  deren  Lösungen  eben  die  Terme  der  durch  A  teilbaren 
Formanten  n-ter  Ordnung  sind,  und  damit  ist  auch  die  allgemeine 
Teilgleichung  (6)  gelöst. 

Die  Perioden  der  Lösungen  sind 

Modul  A  =  2    3      4       5       67       8       9       10     11        12 


Ordnung  der 
Formanten    N 

2 

2 

m2 

=  4 

3 

8 

5 

12 

7 

16 

9 

20 

11 

24 

3 

6 

m3 

=  4 

9 

8 

5 

36 

7 

16 

27 

20 

11 

72 

4 

12 

ra4 

=  8 

9 

16 

5 

72 

7 

32 

27 

40 

11 

144 

5 

60 

ra5 

=  8 

9 

16 

25 

72 

7 

32 

27 

200 

11 

720 

6 

60 

m. 

=  8 

9 

16 

25 

72 

7 

32 

27 

200 

11 

720 

Ist  x  =  lA  eine  Lösung  von  (8),  so  hat  auch  jede  Gleichung, 
deren  gemessene  Reihe  eine  Formante  niedrigerer  Ordnung  ist, 
dieselbe  Lösung.  Denn  entweder  bleiben  bei  Verkleinerung  von  n 
N  und  o  ungeändert,  oder  es  ändern  sich  beide  um  denselben 
Faktor,  oder  es  ändert  sich  allein  N,   nicht  aber  q.     In  keinem 

V 
Falle  wird  der  Quotient  —    vergrößert.      Also    ist    die    kleinste 

Lösung  der  Gleichung  niedrigerer  Ordnung  gleich  der  der  Glei- 
chung höherer  Ordnung  oder  kleiner  als  diese.  Dann  aber  ist 
diese  als  Vielfache  jener  auch  eine  Lösung. 

§  45.   Die  Periodizität  der  Reste. 

Aus  der  Periodizität  der  Nullstellen  der  Restreihen  ergibt 
sich  nun  die  aller  übrigen  Reste.  —  Denn  es  sei  F{x)  —  Ay  die 
Form  der  Restreihe  und  F{x')  —  Ay'  =  R'  ein   bestimmter  Rest. 


88  Die  Beziehungen  der  Reihen. 

Setzen  wir  dann  in  die  Form  x-\-x'  für  x  und  y  ~\-y'  für  y  und 
entwickeln  wir  die  binomischen  Potenzen  oder  Formanten  von  F(x), 
so  ergibt  sich 

F(x  +  x')  —A(y  +  y')  =  <P  (x)  —  Ay  +  F{x')  —  Ay' 
=  $(x)—Ay  +  Bf. 

Die  neue  Restform  besteht  also  aus  zwei  Teilen  (P(x) —  Ay 
und  dem  Rest  R'.  —  Ist  nun  to  die  Periode  der  Nullstellen  der 
Reihe  (P (x)  —  Ay,  so  haben  offenbar  alle  Reste  mit  einem  Term 
von  der  Form  cov-\-x'  den  Wert  R': 

(1)  F(cov-\-xf)  —  Ay  =  B'. 

Ist  F(x)  als  Polyform  gegeben,  also 


#<*)=«'n+6t-i+a.-2 +•••+?' g +A'? 


und  ist  w  die  reguläre  Periode  der  durch  den  Modul  A  teilbaren 
Glieder  dieser  Reihe,  so  ist  co  auch  eine  Lösung  von  <I>{x) — Ay=  0; 
denn  es  hat  (P(x)  die  Form 


AI 


+ 

+Kii)+4i-»)+"-+«'(i)-     ■ 


Sind  aber  hierin  die  Posten 

«'(:).      »'(n-l) ^'(2).      Ä'© 

für  x  =  co  durch  A  teilbar,  so  sind  es  auch  die  übrigen  Posten, 
also  die  ganze  Reihe. 

Dagegen  ist,  wenn 

F{x)=axnJrbxn~XJr  cxn-2-\-  .  .  .  gx2-\-hx, 

die  kleinste  Periode  der  durch  A  teilbaren  Glieder,  die  sich  als 
reguläre  Lösung  von  F(x)  —  A  y  =  0  aus  der  Potenzpolynomform 
ergibt,  nicht  zugleich  die  Periode  sämtlicher  Reste.  Vielmehr  ist 
diese  besonders  zu  bestimmen  durch  Lösung  von  (P(x) — Ay  =  Q,  wo 

$(x)  =  axn 

+  \(£)ax'*  +  (^-l)bx'  +  c]x"-* 
+ •    •    • 
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Für    die    Reste     der     einfachen     Potenzreihe    F(x)  =  x11    ins- 
besondere ist 


&(x)=Xn-±[J)x'xn-1  +  [£)x'2Xn-Z  +  .  .  .  +  (     ^  ^X'^X. 

Die  reguläre  Periode  der  durch  A  teilbaren  Glieder  dieser 
Reihe  ist  natürlich  von  x'  unabhängig. 

§  46.   Die  Symmetrie  der  Reste. 

Während  die  Periodizität  eine  allgemeine  Eigenschaft  der 
Restreihen  erster  Ordnung  ist,  kommt  die  Eigenschaft  der  Sym- 
metrie der  Reste  nicht  allen  Reihen  zu;  doch  besitzen  auch  sie 
große  Kategorien  von  Reihen.  Vor  allem  haben  alle  symmetri- 
schen Reihen  auch  symmetrische  Restreihen.  Denn  ist  die  Reihe 
f(x)  symmetrisch,  so  sind  auch  die  symmetrischen  Gliedern  an- 
gehörigen  Reste  gleich.  Ist  nun  die  Periode  der  Nullstellen  co, 
so  bilden  co  um  den  Symmetriepunkt  von  f{x)  gelagerte  Glieder 
der  Restreihe  eine  symmetrische  Gruppe  von  Resten,  deren 
Symmetriepunkt  mit  dem  von  f(x)  zusammenfällt.  Wegen  der 
Periodizität  der  Restreihe  besteht  diese  nun  aus  unendlich  vielen 
solchen  symmetrischen  Gruppen.  Die  Restreihe  hat  daher  auch 
unendlich  viele  Symmetriepunkte.  Sie  besitzt  jedoch  nicht  allein 
die,  welche  dem  ersten  mit  f(x)  gemeinsamen  periodisch  ent- 
sprechen, sondern  außerdem  in  der  Mitte  jeder  Gruppe  noch  einen 
Symmetriepunkt,  also  eine  doppelte  Unendlichkeit  solcher. 

Im  eigentlichen  Sinne  symmetrisch  sind  nun  bekanntlich  nur 
Reihen  von  gerader  Ordnung;  solche  ungerader  Ordnung  können 
nur  invers-symmetrisch  sein.  Die  Restreihen  solcher  zeigen  nun 
zunächst  gar  keine  Symmetrie;  doch  würden  diese  offenbar  auch 
invers-symmetrisch  sein,  wenn  negative  Reste  zugelassen  wären. 
Sie  entstehen,  wenn  man  von  den  positiven  Resten  den  Modul 
subtrahiert  und  sind  daher  mit  den  inversen  Beträgen  der  Defekte 
identisch.  Wenn  wir  daher  von  den  Resten  der  einen  Hälfte  einer 
Periode  den  Modul  subtrahieren,  erscheinen  hier  die  Reste  der 
anderen  Hälfte  symmetrisch.  Wir  sind  daher  berechtigt,  auch  in 
diesem  Falle  von  einer  Symmetrie  der  Reste  zu  reden,  wollen  sie 
jedoch  im  Gegensatz  zur  offenen  Symmetrie  der  Reihen  von 
gerader  Ordnung  als  latente  Symmetrie  bezeichnen.  Sie  äußert 
sich  auch  darin,  daß  die  zum  Mittelpunkt  oder  den  Endpunkten 
einer  Periode  symmetrisch  gelegenen  Glieder  sich  gegenseitig  zum 
Modul  ergänzen. 

Da  alle  Reihen  von  Potenzen  xn  sowie  alle  Formantenreihen  r) 

direkt  oder  invers-symmetrisch  sind,  so  bilden  alle  Potenzreste 
und  Formantenreste  offen  oder  latent  symmetrische  Reihen. 

Man  darf  den  Satz,  daß  symmetrische  Reihen  symmetrische 
Restreihen  haben,  jedoch  nicht  umkehren,  vielmehr  gibt  es 
auch  nicht -symmetrische  Reihen  mit  symmetrischen  Restreihen. 
Doch  liegen  bei  diesen  die  Symmetriepunkte  nicht  in  oder  zwischen 
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den  Nullstellen  der  Reihe.  Die  von  diesen  begrenzten  Perioden 
sind  also  nicht  symmetrisch,  wohl  dagegen  andere  Perioden,  deren 
Grenzpunkte  inmitten  der  ersteren  Perioden  fallen.  Von  einer 
näheren  Untersuchung  dieser  Symmetrie  und.  ihrer  Bedingungen 
müssen  wir  hier  absehen. 

§  47.   Die  Zusammensetzung  der  Bestreiken. 

Aus  den  Resten  der  einfachen  Potenzen  und  Formanten  lassen 
sich  zunächst  die  der  Posten  einer  zusammengesetzten  Form  und 
schließlich  die  der  ganzen  Polynome  und  Polyforme  berechnen. 

Ist  nämlich 

x'n  _  a  y'  =  R'     oder     (*')  —  Ay"  =  R", 


<  n  t 
so  ist 

ax'n  —  aA  y'  —  A  z'  =  a  R!  —  A  z'  =  Ra' 

und  ebenso  im  zweiten  Falle 


—  aAy"  —  Az"  =  aR"  —  Az"  =  Ra". 
Man  erhält  also  die  Restreihe  von  ax11  oder  «LJ,  indem  man 

die  Reste  von  xn  oder   (Z)  mit  a  multipliziert  und  von  den  Pro- 
dukten den  Modul  A  so  oft  als  nötig  subtrahiert. 
Ähnlich  ergibt  sich  aus  den  Resten 

ax'm  —  Ay'  =  Ra',     bx'n  —  Az'  =  Rh' 

der  Rest  von  ax'm-L-bxn  durch  Addition  der  Reste  und  Sub- 
traktion eines  hinreichend  großen  Vielfachen  von  A.  Sind  also 
Ra',  Rb',  Rcf,  .  .  . ,  Rh'  Reste  der  Posten  eines  Polynoms  zum  selben 
Term,  so  ist 

rc; + < + r;  + . . .  +  r;  -au'=r' 

der  Rest  des  ganzen  Polynoms. 

Wir  werden  später  Methoden  kennen  lernen,  welche  uns  ge- 
statten, aus  den  Resten  einer  Reihe  mehrere  Modulreihen,  die  in 
einer  Reihe,  deren  Modul  das  Produkt  der  Modulen  jener  Reihen 
ist,  zu  bilden. 

2.  Die  Reiliengleichungen  ersten  Grades. 

§  48.   Die  Staffelung  der  Reihen  der  Reste  und  Defekte. 

Die  allgemeine  Form  der  Reihengleichung  erster  Ordnung 
ersten  Grades  ist 

(1)  ax  —  Ay  =  b,    wo  b  <CA. 

Die  Nullgleichung  ist  also 

(2)  ax  —  Ay  =  Q 
oder  reduziert 

(3)  ax  —  Ay  =  Q. 
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Wir  nehmen  allgemein  an,  daß  der  Modul  A  >•  a  und  A  >>  a 
sei,  da,  wenn  es  nicht  von  Anfang  an  der  Fall  sein  sollte,  durch 
eine  Substitution  von  y  —  vAx  für  y  diese  Bedingung  immer  er- 
füllt werden  kann.  Hat  man  die  Wahl,  welche  der  beiden  Reihen 
man  zur  Modulreihe  machen  will,  so  kann  man  die  mit  dem 
größeren  Koeffizienten  wählen. 

Die  Gestaltung  der  Distanzreihen,  wie  wir  die  Rest-  und 
Defektreihen  mit  gemeinsamem  Namen  bezeichnen  wollen,  hängt 
nun  davon  ab,  in  welchem  besonderen  Verhältnis  a  zu  A  steht, 
insbesondere  ob 

1 .    ua  <^  A  <C  (/*  -j-  1)  a ,  wo  /u  >>  1 
oder  ob  in  dieser  Limitation 

2.    ju=1,   also  a<^A<^2a. 

1.  Im  ersten  Falle  besteht  die  Restreihe  aus  steigenden 
Staffeln  bei  stationärem  Term,  von  mindestens  /u  und  höchstens 
ju  -j-  1  Gliedern. 

Die  erste  Staffel  ist 

0,     a,     2a,     Sa,     .   .   .,     /ua. 

Sie  hat  also  [*-\-l  Glieder  von  der  Form  az.  Bezeichnen 
wir  den  Rest  von  A  in  az,  A  — jua,  mit  r,  den  Defekt,  (jli  -j-  1)  a  —  A 
mit  t,  so  ist  das  erste  Glied  der  zweiten  Staffel  t  und  die  Form 
der  Staffel  t^-az.  Was  ihre  Länge  betrifft,  so  besteht  sie  min- 
destens aus  ju  Gliedern,  denn  es  ist  allgemein  das  ,«-te  Glied 
t  -\-a(ju  —  1)  =  au  —  r  •<  A.  Ob  auch  das  fi-\-\-  te  Glied  noch  zur 
Staffel  gehört,  also  auch  t^a^K^A  ist,  hängt  vom  Werte  von  t 
bzw.  r  ab.  Ist  2r  >  a  bzw.  2t  -<  a,  so  hat  die  Staffel  ,u  -f-  1  Glieder, 
sonst  nur  /<.  Die  Lage  von  A  in  der  Staffel  t-^az  entspricht  also 
entweder  der  Limitation 

t-{-a{ju—  \)<A<,t-\-afx 

oder 

i  -^ a u  <  A  <it -\- a (tu -\-  1) . 

Im  ersten  Falle  setzen  wir 

A  —  {t  -\-a{(x — l))  =  r1,     (J-j-a/0  —  A  =  tx, 
im  zweiten  Falle 

A  —  (t  +  a1u)=r1,     (t  -\-  a  {fx  -f- 1))  —  ^  =  ^. 

Es  beginnt  dann  in  jedem  Falle  die  dritte  Staffel  mit  dem 
Gliede  tx  und  ihre  Form  ist  t1Jraz.  Von  ihr  gilt  dasselbe  wie 
von  der  zweiten.  Sie  ist  steigend  bei  stationärem  Term  und  hat, 
wenn  a>2r13  /t  Glieder,  wenn  a<C2r1,  deren  ^u-f-1.  —  Und  was 
von  der  dritten  Staffel  gilt,  gilt  analog  von  allen  folgenden,  welche 
die  Formen  t2^-az,  L-\-az,  usw.  haben. 

2.  Im  zweiten  Falle  besteht  die  Restreihe  aus  fallenden 
Staffeln,  oder,  was  dasselbe,  die  Defektreihe  aus  steigenden 
Staffeln,  wobei  wir  durch  geeignete  Veränderung  des  Terms  der 
Modulreihe  auch  hier  den  Staffeln  stationären  Term  geben  können. 
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Die  Form  der  Defektreihe  ist  Ay —  ax.  Behalten  wir  den 
Term  y  der  Modulreihe  bei,  so  besteht  die  Reihe  aus  steigenden 
Staffeln  bei  mit  x  fortschreitendem  Terme  y.  Die  erste  Staffel 
ist  0,  (A — a),  2(A  —  a),  3  (A — a),  usw.  Dieselbe  Staffel  aber  er- 
halten wir  bei  stationärem  Term,  wenn  wir  durch  die  Substitution 
y  =  x  —  v  einen  neuen  abhängigen  Term  v  einführen.  Da  v  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  y  hat,  bedeutet  diese  Substitution 
zugleich  eine  Konversion  der  Modulreihe.  Die  Form  der  Defekt- 
reihe wird  durch  sie  (A  —  a)  x  —  Av,  oder  wenn  wir  A  — a  mit  a! 
bezeichnen,  a'x  —  Av.  Die  Form  ist  dieselbe  wie  die  der  Rest- 
reihe im  ersten  Falle;  sie  hat  also  auch  dieselben  Eigenschaften 
wie  diese.  Ist  daher  a'v<A  <Ca'{v-\-  1),  so  besteht  jede  Staffel 
aus  v  oder  v  -j-  1  Gliedern,  je  nach  dem  Werte  ihres  Anfangsgliedes. 

Da  steigende  Staffeln  der  Restreihe  fallende  der  Defektreihe 
und  umgekehrt  bedeuten,  so  ist  bewiesen,  daß  jede  Distanzreihe 
aus  Staffeln  besteht,  deren  Gliederzahl  nur  um  eine  Einheit  differiert. 
Im  Falle  1  sind  die  Staffeln  der  Restreihe  steigend,  die  der  Defekt- 
reihe fallend,  im  Falle  2  ist  es  umgekehrt. 

Die  Erhöhung,  welche  der  Term  der  Modulreihe  unter  der 
Voraussetzung,  daß  er  innerhalb  der  Staffeln  stationär  ist  (was 
immer  erreicht  werden  kann),  an  den  Verwerfungsstellen  er- 
fährt, beträgt  immer  eine  Einheit.  Der  Term  der  Modulreihe 
durchläuft  also  auch  die  natürliche  Zahlenreihe  wie  der  unabhängige 
Term,  nur  ändert  er  sich  nicht  von  Glied  zu  Glied,  sondern  von 
Staffel  zu  Staffel. 

§  49.   Die  Perioden  der  Reste. 

Was  für  alle  Reihengleichungen  erster  Ordnung  bewiesen  ist, 
daß  nämlich  die  Reste  periodisch  sind,  gilt  natürlich  auch  für  die 
Reste  ersten  Grades.  Als  Reste  ersten,  also  ungeraden  Grades 
sind  sie  ferner  latent  symmetrisch:  Die  gleich  weit  von  der  Mitte 
oder  den  Enden  der  Periode  befindlichen  Reste  ergänzen  sich 
zum  Modul. 

Die  Periode  der  Reste  ergibt  sich  als  kleinste  Lösung  der 
Nullgleichung 

(1)  ax  —  Ay=0, 
bzw.  der  reduzierten  Nullgleichung 

(2)  ax  —  Ay  =  0. 

Die  Lösung  ist  a;  =  A,  d.  h.  die  Periode  ist  immer  gleich 
dem  reduzierten  Modul. 

Innerhalb  einer  Periode  können  niemals  zwei  gleiche 
Reste  vorkommen,  denn  es  müßte  dann 

axt  —  Ayl  =  ax2  —  Ay2 
oder 

(3)  a(x1  —  x2)=A(y1—y2) 

sein.    Gehören  nun  x1  und  x2  der  ersten  Periode  an,  so  sind  beide 
Terme  kleiner  als  als  A  und  deshalb  auch  y1  und  y2  beide  kleiner 
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als  a.     Dann  aber   sind  auch,    da   alle  vier  Größen  positiv  sind, 
x\  —  x2 j  •<  A ,  \y1  —  y2 1  <C « .    Da  aber  die  Gleichung  (3)  nur  durch 
xi  —  x2  =  A,  yx  —  p2=='a  gelöst  werden  kann,  so  ist  die  Annahme 
zweier  gleicher  Lösungen  unzulässig. 

Da  nun  die  Anzahl  aller  Reste  einer  Periode  A  ist  und  alle 
verschieden  sind,   so  können  sie  nur   aus  den   Zahlen   der  Reihe 

1,     2,     3,     .  .   .,     A—  1 

bestehen.  —  Dasselbe  gilt  von  den  Defekten  einer  Periode. 

Die  Reste  und  Defekte  der  nicht  reduzierten  Form  ax —  Ay 
sind,  wenn  x  der  größte  gemeinsame  Teiler  von  a  und  A  ist,  das 
«-fache  der  obigen  Beträge,  also 

x,     2x,     3x,      .   .   .,     (A—  l)x. 

Daher  ist  eine  Gleichung 

ax  —  Ay  =  k, 

wo  a  und  A  nicht  relative  Primzahlen  sind,  nur  lösbar,  wenn  k 
den  größten  gemeinsamen  Faktor  von  a  und  A  enthält.  Eine 
Gleichung  dagegen,  deren  Koeffizient  prim  zum  Modul  ist,  ist 
immer  lösbar.  Um  die  Lösung  zu  finden,  bedarf  es  nun  noch 
einer  Methode  zur  Bestimmung  des  Terms  eines  jeden  Restes. 

§  50.   Die  Berechnung  der  Restreihe. 

Man  kann  die  Reihe  der  Reste  und  Defekte  natürlich  direkt 
berechnen,  indem  man  eine  der  Periode  entsprechende  Anzahl 
Glieder  der  gemessenen  Reihe  berechnet  und  von  diesen  die 
hinreichend  großen  Vielfachen  des  Moduls  subtrahiert  bzw.  um- 
gekehrt die  Glieder  von  Vielfachen  des  Moduls  subtrahiert.  Es 
soll  jedoch  hier  eine  Methode  gesucht  werden,  die  auf  kürzerem 
Wege  die  Bildung  der  Restreihe  gestattet.  Dieser  Weg  wird  darin 
bestehen,  daß  wir  von  jeder  Staffel  der  Restreihe  das  Anfangs- 
glied zu  bestimmen  suchen,  da  mit  Hilfe  dieser  die  ganze  Reihe 
sich  bilden  läßt.  Sollte  die  Reihe  der  Anfangsglieder  der  Staffeln 
wiederum  Staffeln  bilden,  so  würde  es  genügen,  von  diesen  die 
Anfangsglieder  und  die  Differenz  der  Glieder  der  Staffeln  zu  kennen, 
um  die  Reihe  bilden  zu  können.  Schreiten  wir  so  fort,  so  müssen 
wir,  da  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode  endlich  ist,  schließlich 
zu  einer  Reihe  von  Anfangsgliedern  gelangen,  die  aus  einer  ein- 
zigen Staffel  besteht,  also  nicht  weiter  zerlegbar  ist.  Kennen 
wir  deren  Glieder  und  die  Differenzen  der  Staffeln,  deren  Anfangs- 
glieder sie  sind,  so  können  wir  von  ihnen  aus  die  ganze  Restreihe 
berechnen,  ohne  eine  Glied,  weder  der  gemessenen  Reihe  noch 
der  Modulreihe  bilden  zu  dürfen.  Die  durch  dieses  Verfahren 
nacheinander  gebildeten  Reihen  von  Resten  stehen  also  zueinander 
in  der  Beziehung  der  Subsumtion:  Jede  folgende  ist  der  vorher- 
gehenden subsummiert.  Wir  wollen  sie  in  der  Reihenfolge  ihrer 
Bildung  die  Unterreihen  erster,  zweiter,  dritter  usw.  Stufe 
nennen,  entsprechend  den  Differenzreihen  einer  Reihe.    Die  Rest- 
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bzw.  Defektreihe  selbst  ist  dann  ihre  eigene  Unterreihe  nullter 
Stufe.  Je  nach  der  Zahl  der  Stufen  von  Unterreihen,  welche 
eine  Restreihe  besitzt,  unterscheiden  wir  deren  Rang.  Eine  Rest- 
reihe nullten  Ranges  besitzt  also  keine  Unterstufe,  sie  bildet 
selbst  eine  einzige  Staffel.  Die  Unterreihe  höchster  Stufe  ist  also 
immer  eine  Reihe  nullten  Ranges.  Es  ist  nunmehr  zu  zeigen,  daß 
jede  Restreihe  sich  in  der  Tat  in  Unterreihen  höherer  Stufe  zer- 
legen läßt,  sofern  sie  nicht  schon  nullten  Ranges  ist. 

Die  Reihe  der  Distanzen  sei  gegeben  entsprechend  §  49  entweder 

1 .  als  Re s  tr eihe  von  der  Form  a„x"  — A  y,  wo  /< a<  A  <C  (//  -{—  1 )  a 
und  fjb^>  1,  oder 

2.  als  Defektreihe  von  der  Form  a',,x" —  Av,   wo  va! < A 
<C(v-\-l)a'  und  v>l. 

Beide  Reihen  haben  bei  stationärem  Term  y  oder  v  steigende 
Staffeln  und  auch  sonst  analoge  Eigenschaften.  Wir  wollen  daher, 
um  eine  einheitliche  Form  der  Reihe  als  Ausgangspunkt  zu  ge- 
winnen, alternative  Zeichen  einführen  und  mit  ä  a  oder  a', 
sowie  mit  ü  y  oder  v  bezeichnen.  Ferner  sei  auch  hier  gleich 
das  alternative  Zeichen  der  Distanz,  nämlich  s  für  r  oder  t  ein- 
geführt. 

Die  Form  der  Distanzen  ist  dann  in  allen  Fällen 

(1)  ä,,x"  —  Aü. 

Da  nun  ü  die  natürliche  Zahlenreihe  durchläuft  und  jeder 
Staffel  ein  Wert  von  ü  entspricht,  besteht  die  Volte  von  (1)  aus 
den  Anfangsgliedern  sämtlicher  Staffeln,  und  es  ist 

(2)  .    äx  —  A,,ü" 

die  Form  der  Unterreihe  erster  Stufe.  In  ihr  ist  ä  der  Modul, 
der  Koeffizient  A  des  unabhängigen  Terms  also  größer  als  der 
Modul.  Um  daher  zur  Unterreihe  zweiter  Stufe  fortschreiten  zu 
können,  muß  eine  Substitution  vorgenommen  werden,  durch  welche 
der  Koeffizient  kleiner  als  der  Modul  gemacht  wird. 
Wir  haben  nun  allgemein 

juä  <;  A  <<  ((a-j-  1)  ä , 
woraus  sich 

r=A  —  uä,     t  =  (lu-{-l)ä  —  A 

ergibt,  wo  r-\-t  =  ä.  Von  den  beiden  Distanzen  ist  nun  notwendig 
die  eine  größer,  die  andere  kleiner  als  ä:2,  falls  nicht  beide  gleich 
sind.  Wir  wählen  nun  die  kleinere  von  beiden,  oder,  falls  sie  gleich 
sind,  eine  beliebige  von  ihnen  und  bezeichnen  sie  mit  dem  alter- 
nativen Zeichen  s.  Zugleich  substituieren  wir  in  (2)  im  Falle  der 
Wahl  von  r,  x  =  tuü  -\-  y',  im  Falle  der  Wahl  von  t,  x=(ju-\-1)ü — v', 
wo  y'  und  v  neue  abhängige  Terme  bedeuten.  Es  entstehen  dann 
die  neuen  Formen 

äy'  —  r„ü"     oder     — äv'-\-t„ü", 

die  wir  wieder  durch  Einführung  der  alternativen  Zeichen  ü'Aür 
y'  oder  v\  s  für  r  oder  t  auf  die  einheitliche  Form 
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(3)  äü'  —  s,,ü" 

bringen  können.     Hierin  ist  nun  immer  die  Bedingung 


ju  s <^a 
erfüllt,  denn  entweder  ist 


(,u'+l)s,     //>1 


oder  es  ist 


1  •     fi'r  £  ä  <  (/  +  1)  r,     //  >  1 

2.     ///<«<(/+  l)r,     //>!. 


Denn  ist  r  <  ä  <^  2 r,  so  ist  2 (ä  —  r)  <  ä  oder  2t  •<  ä  und  darum 
die  zweite  Bedingung  erfüllt,  und  ist  umgekehrt  t<^ä<^2t,  so  ist 
2r<^ä  und  dann  die  erste  Bedingung  erfüllt.  Durch  die  Wahl 
von  s  als  der  kleineren  der  beiden  Distanzen  ist  daher  die  Be- 
dingung jedenfalls  erfüllt. 

Dann  aber  ist  wieder  die  Volte  von   (3) 


(4) 


ä,,%"  —  sü 


die  Form  der  Unterreihe  zweiter  Stufe   der  Distanzreihe  (1). 

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  gelangt  man  also  zu  den 
Unterreihen  immer  höherer  Stufe,  die  jedoch  zugleich  Distanz- 
reihen immer  niedrigeren  Ranges  darstellen.  Da  nun  die  Anzahl 
der  Glieder  der  Periode  einer  Distanzreihe  endlich  ist,  so  ist  dieser 
Prozeß  der  Auswahl  von  Gliedern  nicht  bis  ins  Unendliche  fort- 
setzbar. Vielmehr  wird  man  notwendig  einmal  zu  einer  Distanz- 
reihe gelangen ,  welche  eine  weitere  Selektion  einer  Unterreihe 
nicht  gestattet,  weil  sie  eine  einfache  arithmetische  Reihe  erster 
Ordnung  oder  eine  Reihe  von  nur  einer  Staffel  darstellt.  Damit 
ist  dann  der  Prozeß  zum  Abschluß  gebracht  und  wir  können  nun 
rückwärts  von  der  Distanzreihe  höchster  Stufe  aus  die  der  niederen 
Stufen  und  endlich  die  O-ter  Stufe  oder  die  Distanzreihe  (1)  bilden. 

Rekapitulieren  wir  das  Verfahren,  so  erhalten  wir  folgenden 
Überblick : 


Relationen  der  Koeffizienten 


ife  der 

Form  der 

inzreihe 

Distanzreihe 

0 

d  ,,$/       XX  IL 

1 

—  A  „ü"  -\-äx 

2 

ä„ü'" — sü 

3 

—s„ü""-\-s'ü' 

4 

s'„ü'""—s"ü" 

a=a, 

A—a=a' 

A — luä=r, 

(lx4rl)ä  —  A  =  t 

ä — j/s=r', 

Cu'-l-l)«  —ä=if 

s—ü"s'=r", 

(//'  +  l)s'  —  s=f 

s'_„"V'=r'", 

(^"+1)5"— s'=r 

//(P)g(2>— l)  =  p(P)? 

(^G»-}-!)^-1)— S<P-2)=#P) 

U(P  +  1)S(P)  =  0 

|-1  —  «ö»-«  „«&»+«" -j-«ä»)ö(i»),  a«*-i)- 
f-2  sW„ü&+V" 

Die  letzte  Unterreihe  hat  also  die  Form  s™  „ü{v-'~2]".    Sie 
bildet  die  p-+-2-te  Stufe.    Sie  stellt  eine  arithmetische  Reihe  mit 
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dem  Anfangsglied  0  und  der  Differenz  s{p)  dar  und  hat  entwickelt 
die  Gestalt 

0,     s{p\     2s{p\     3sW,     .   .  .,     {f/p+u  —  1)s(p). 

Das  Endglied  ist  kleiner  als  ä^-1'. 

Die  vorletzte  Unterreihe  wird  aus  dieser  gebildet,  indem 
man  auf  jedes  Glied  als  Anfangsglied  eine  Staffel  von  der  Form 

siP-DZ)   sö»-{-s(p-i)Z)    2sW-\rs{v~1)z,   .  ..,    {/jP+V—1) #»)-{- &-Vz 

folgen  läßt  und  jede  Staffel  fortsetzt,  solange  die  Glieder  kleiner 
als  s{p~ 2)  bleiben. 

Die  drittletzte  Unterreihe  wird  wieder  aus  der  vorletzten 
ebenso  gebildet  wie  diese  aus  der  letzten.  Die  Grenze  der  Glieder 
der  Staffeln  ist  s{p~ 3).  —  So  wird  fortgefahren,  bis  man  bei  der 
gesuchten  Rest-  oder  Defektreihe  angelangt  ist. 

Bei  der  Bildung  dieser  Staffelreihen  ist  jedoch,  um  die  rich- 
tige Reihenfolge  der  Glieder  zu  erhalten,  wohl  zu  beachten,  ob 
die  Staffeln  steigende  oder  fallende  sind.  Es  ist  daher  vor  der 
Bildung  der  weiteren  Staffeln  die  Reihe  jedesmal  zu  konvertieren, 
wenn  der  Koeffizient  s{i)  des  Terms  z  der  Staffeln  ein  Defekt  t{i) 
ist,  während  sie  unverändert  bleibt,  wenn  s(i)  =  r[i)  ist.  —  Bei  der 
letzten  Unterreihe  ist  immer  r(v)  =  tiv)  und  daher  bleibt  hier  die 
Reihenfolge  stets  ungeändert.  —  Eine  Konversion  der  letzten  Reihe, 
also  der  Distanzreihe  0-ter  Stufe  findet  statt,  wenn  ä  =  a'  ist. 

Zur  Bildung  der  Distanzenreihe  irgend  einer  Form  ersten 
Grades  erster  Ordnung  genügt  also  die  Kenntnis  der  Größen 

A,     ä,     s,     s',     s",     s'",     .  .  .,     sW 

und  ihrer  Herkunft,  nämlich  ob  sie  aus  der  ersten  oder  zweiten 
Gleichung  des  obigen  Systems  stammen,  und  also  a  oder  a',  ein 
r{i)  oder  t(i)  bedeuten.  —  Das  System  der  Gleichungen  entspricht 
offenbar  dem  zur  Auffindung  des  größten  gemeinsamen  Teiles 
zweier  Zahlen  anzuwendenden,  und  es  ist  in  der  Tat  s{p)  der  größte 
gemeinsame  Teiler  von  A  und  a.  Wir  weichen  vom  üblichen 
Verfahren  nur  insofern  ab,  als  wir  immer  zwischen  Rest  und 
Defekt  die  kleinere  Zahl  wählen,  was  übrigens  unter  allen  Um- 
ständen das  kürzere  Verfahren  zur  Berechnung  des  größten  ge- 
meinsamen Teilers  zweier  Zahlen  ist. 

Sind  a  und  A  prim  zueinander  oder  ist  die  Reihenform  durch 
Division  durch  x  auf  ax  —  Ay  reduziert,  so  ist  nunmehr  der 
größte  gemeinsame  Teiler  s{p)  =  1  und  die  letzte  Unterreihe  ist  die 
natürliche  Zahlenreihe:  0,  1,  2,  .  .  .,  /t(P  +  1>  —  1.  Die  Reste  der  nicht- 
reduzierten Reihe  sind  dann  das  «-fache  der  Reste  der  reduzierten. 

§  51.   Reihcngleichungen  ersten  Grades  mit  drei  Unbekannten. 

Die  Reihengleichung  mit  drei  Termen  hat  die  allgemeine  Form 
(1)  a1xJ)ra2y-\-a3z  =  b. 

Die  Aufgabe,  diese  Gleichung  zu  lösen,  kann  als  gleichbedeutend 
betrachtet  werden  mit  der  Aufsuchung  der  Nullschicht  in  dem 
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dreifach  ausgedehntem  Reihenfachwerk,  das  durch  die  Form 
axx  -\-  a2y  -\- a 3z  definiert  wird.  Da  zwei  der  Terme  unabhängig  sind, 
als  welche  wir  x  und  y  vorläufig  betrachten  wollen,  können  wir 
sie  aber  auch  auffassen  als  ein  System  von  Gleichungen  mit  je 
zwei  Termen,  das  entsteht,  indem  man  einen  der  unabhängigen 
Terme,  z.  B.  y,  die  natürliche  Zahlenreihe  durchlaufen  läßt  und 
jeweils  als  konstanten  Parameter  behandelt. 

Eine  Aufgabe,  welche  der  Lösung  der  Gleichung  in  jedem 
Falle  vorangehen  muß,  ist  die  Untersuchung  der  Konstituenten 
a1,  a2,  a3  auf  ihre  etwaigen  gemeinsamen  Faktoren.  Wir  wollen 
dabei  folgende  Methode1)  anwenden: 

Die  Klasse  oder  das  Aggregat  der  Primfaktoren  der  Zahlen 
a1,  a2,  a3  wollen  wir  mit  (ar),  (a2),  (a3)  bezeichnen,  die  Negation 
dieser  Aggregate  mit  (aj,  (a2),  (a3).  Sie  stellen  also,  positiv  aus- 
gedrückt, die  unendlichen  Klassen  derjenigen  Faktoren  dar,  welche 
in  (aj,  (a2),  (a3)  nicht  enthalten  sind.  Das  logische  oder  identische 
Produkt  zweier  Klassen,  das  in  gleicher  Weise  wie  das  arith- 
metische Produkt  zweier  Zahlen  bezeichnet  wird,  bedeutet  die 
Gesamtheit  der  gemeinsamen  Faktoren  beider  Klassen,  so  daß  also 
z.  B.  («^(«a)  die  (at)  und  (a2)  gemeinsamen  Primfaktoren,  also  die 
des  größten  gemeinsamen  Teilers  der  Zahlen  ax  und  a2  darstellt. 
Bilden  wir  nun  folgende  sieben  logischen  Produkte 

(x)  =  (o1)(a2)(o,), 

(x23)  =  (o1)(o8)(a3),     {x13)  =  (a1){a2)(a3),     (*12)  =  (a1)(a2)(a3), 

{a1)  =  (a1)(a2){a3),       (a2)  =  (a1)(a2)(a3),      («3)  =  (a1)(a2)(a3). 

Sie  stellen  disj unkte  Klassen  dar,  d.  h.  solche,  die  miteinander 
keinen  Faktor  gemein  haben.  Werden  die  diesen  Klassen  von  Prim- 
faktoren entsprechenden  Zahlen  nun  wieder  durch  die  Symbole 
ohne  Klammer,  also  durch  x,  x23,  x13,  x12,  a13  a2,  a3  bezeichnet, 
so  können  wir  mit  ihrer  Hilfe  die  drei  Zahlen  ax,  a2,  a3  als  Pro- 
dukte von  sieben  teilerfremden  Faktoren  darstellen.    Es  ist  nämlich 

ax  =  axx12x13x ,     a2  =  a2x12x23x,     a3  =  a3x13x23x, 

und  mit  Hilfe  dieser  Faktorenzerlegung  wiederum  können  wir  nun 
die  größten  gemeinsamen  Faktoren,  die  kleinsten  gemein- 
samen Vielfachen,  sowie  auch  die  nicht  gemeinsamen  oder 
spezifischen  Faktoren  der  Zahlen  ax,  a2,  a3  darstellen,  wie  sie 
im  folgenden  zusammengestellt  sind. 


Größter  gem. 
Faktor 

Spezifische 
Faktoren 

Kleinstes  gem. 
Vielfache 

Von 

at  und 

a2 

x12x 

ttl«13     UI1d    Ci2  «23 

f-l,i:2«12«13«23« 

5> 

a2    „ 

a3 

«23« 

«2«12          "         <*3«13 

ß20:3«12«13«23;< 

>> 

«3        » 

ax 

xlzx 

^3  «23          "         ttl*12 

tt3f£l«12«13«23« 

55 

alt  a2, 

a3 

X 

«1 

«12 

«13  '     a2  ^12  «23  >     CC3  «13  «23 

«X  «2  «3  «12  «13  «23* 

*)  Vgl.  wegen  der  allgemeinen   Begriffe   E.   Schröder,    Vorlesungen    über 
die  Algebra  der  Logik,  oder  E.  Müller,  Abriß  der  Algebra  der  Logik. 
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Sind  zwei  der  Konstituenten  der  Gleichung  (1)  prim  zueinander, 
so  kommt  dieses  dadurch  zum  Ausdruck,  daß  dann  ihr  größter 
gemeinsamer  Faktor  also  auch  jeder  von  dessen  Faktoren  gleich  1 
wird.  Ist  z.  B.  ax  prim  zu  a2,  so  ist  x12  =  l  und  x  =  l  und  die 
Faktorenzerlegung  vereinfacht  sich  in 

tt1  =  a1xls,     a2  =  a2x23,     a3  =  cc3x13x23 . 

Die  Nullgleichung 

(2)  a1x^-a2yJra3z  =  0 

hat,  abgesehen  von  der  selbstverständlichen  Lösung  #  =  0,  y  =  0, 
z  =  0,  immer  Lösungen.    Man  löst  sie,  indem  man  sie  zunächst  auf 

(3)  «1*12*13*  +  «2*12*23?/  +  «3*13*23Z  =  0 

reduziert.  Hierauf  legt  man  einem  der  Terme  einen  bestimmten 
Wert  bei,  der  jedoch  ein  Vielfaches  des  nunmehrigen  größten 
gemeinsamen  Faktors  der  Koeffizienten  der  anderen  beiden  Terme 
sein  muß. 

Setzen  wir  z.B.  z  =  x12,  so  reduziert  sich  (3)  auf 

(4)  «1*13*  +  «2*232/  +  «3*13*23  =  0 

und  diese  Gleichung  erfüllt  die  Bedingung  der  Lösbarkeit. 

Die  Gleichung  (1)  aber  ist  immer  lösbar,  wenn  b  den  größten 
gemeinsamen  Faktor  x  aller  drei  Konstituenten  enthält.  Ist  b  =  ßx , 
so  reduziert  sich  (1)  auf 

(5)  «1*12*13*  +  «2*12*23?/  "f  «3*13*23Z  =ß' 

Hierin  gibt  man  nun  einem  der  Terme  einen  bestimmten 
Wert,  jedoch  so,  daß  die  Differenz  des  entsprechenden  Postens 
und  ß  den  gemeinsamen  Faktor  der  anderen  beiden  Posten  ent- 
hält.    Das  ist  der  Fall,  wenn  z  eine  Lösung  der  Gleichung 

«3  *13  *23  Z     I     *12  u  ==  P 

ist,  die  immer  lösbar  ist,  weil  die  Koeffizienten  von  z  und  u  prim 
zueinander  sind.  Ist  ein  dieser  Gleichung  genügender  Wert  von  z 
gefunden  und  ß'  der  entsprechende  Wert  von  u,  so  reduziert  sich 
mit  deren  Hilfe  (5)  auf 

(6)  «1*13*  +  «2*23  2/  =  /^ 

welche  Gleichung  immer  lösbar  ist. 

Kennt  man  aber  eine  Lösung  x  =  x',  y  =  y',  z  —  z'  von  (1), 
so  kann  man  aus  ihr  folgende  drei  allgemeine  Lösungen  ableiten : 

1.  x  =  x'  +  a2x23v,     y  =  y'  —  a1x13v,  z  =  z' 

2.  x  =  x'  —  a3x23v,     y  =  y',  z  =  z'  +  axx12v 

3.  x  =  x,  2/ =  2/'  + «3*13  v>  z  =  z'  —  u2xl2v, 
worin  v  einen  willkürlichen  Term  bedeutet. 
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3.  Die  Formantenreste. 

§  52.   Die  Bildung  der  Reste  in  aus  Faktoren  zusammengesetzten 
Moduln  aus  den  Resten  in  den  Faktoren  des  Moduls. 

Ist  der  Module  der  Form  f\x) —  Ay  keine  Primzahl,  also  in 
zwei  Faktoren  B  und  C  zerlegbar,  so  kann  man  aus  der  Reihe 
der  Reste  f(x) —  BCy  die  Reste  f(x) —  By  und  f(x) — Cy  ab- 
leiten, indem  man  von  jedem  Reste,  der  nicht  schon  kleiner  als 
der  neue  Modul  B  bzw.  C  ist,  Vielfache  von  B  bzw.  C  subtrahiert, 
welche  den  Rest  kleiner  als  den  entsprechenden  Modul  machen, 
denn  es  ist 

f(x)  —  BCy-Bz  =  f(x)-B(Cy-\-z) 

und  da.Cy  Jrz  jede  beliebige  Zahl  repräsentiert,  können  wir  dafür 
den  abhängigen  Term  u  setzen,  wodurch  die  Form  f(x)  —  Bu  der 
Reste  von  f(x)  im  Modul  B  entsteht. 

Man  kann  aber  auch  umgekehrt  aus  den  Resten  von  f(x)  in 
B  und  C  die  Reste  im  Modul  B  C  ableiten.  Denn  es  seien  die 
Reste  desselben  Terms  x'  in  B  und  C 

f(x')  -By'  =  r',     fix')  —  Cy"  =  r". 

Der  gesuchte  Rest  von  f(x')  in  BC  sei  r.  Nun  können  wir 
uns  /  entstanden  denken  durch  Subtraktion  eines  Vielfachen  von 
B  von  r,  r"  durch  Subtraktion  eines  Vielfachen  von  C  von  r. 
Wäre  r'  =  r  —  uB,  r"  =  r — vC,  so  ist 

(1)  r'  +  uB  =  r"-\-vC. 

Suchen  wir  nun  die  kleinste  Lösung  dieser  Gleichung  ersten 
Grades  und  sei  diese  u  =  u,  v  =  v',  so  ergibt  sich  der  gesuchte 
Rest  r  von  f(x')  in  dem  Modul  BC  als 

r'  +  u'B     oder     r"  +  «/C. 

Sind  also  die  Restreihen  f(x)  —  By  und  f(x) — Cy  bekannt, 
so  können  wir  alle  Reste  der  Reihe  f(x)  —  BCy  berechnen,  indem 
wir  so  viele  Gleichungen  von  der  Form  (1)  lösen,  als  die  Periode 
der  letzteren  Reihe  Glieder  hat. 

Die  Methode  ist  nicht  anwendbar  auf  Potenzen.  Wohl 
kann  man  aus  den  Resten  in  einem  Modul  A2  die  Reste  im 
Modul  A  ableiten,  aber  nicht  umgekehrt.  Daher  gilt  vorläufig1) 
nur  der  Satz:  Kennt  man  die  Reste  einer  Reihe  f(x)  in  allen 
Primzahl-  und  Primzahlpotenzmoduln,  so  lassen  sich  aus  diesen 
die  Reste  in  allen  aus  solchen  zusammengesetzten  Modulen  be- 
rechnen. 


x)  Es  ist  unzweifelhaft,  daß  es  Methoden  gibt,  die  Reste  in  Primzahl- 
potenzen aus  den  Resten  in  einfachen  Primzahlen  als  Moduln  zu  berechnen. 
Sind  sie  bekannt,  so  bedarf  man  nur  der  Reste  in  Primzahlmoduln. 

7* 
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§  53.    Formantenreste  in  Priiuzahlinoduln. 

Nachdem  die  Zusammensetzung,  der  Reste  von  Polynomen 
und  Polyformen  aus  den  Resten  einzelner  Potenzen  und  Formanten 
bei  gleichbleibendem  Modul  in  §  47  und  die  Bildung  der  Reste 
einer  Reihe  in  einem  zusammengesetzten  Modul  aus  den  Resten 
derselben  Reihe  in  den  Primfaktoren  des  Moduls  in  §  52  gezeigt 
wurde,  ist  die  Bildung  der  Reste  beliebiger  Reihen  in  beliebigen 
Moduln  zurückgeführt  auf  die  Reste  von  Potenzen  und  Formanten 
in  Primzahlmoduln.  Es  ist  jetzt  nur  noch  die  Frage  zu  ent- 
scheiden, ob  man  als  Elementarreste  die  der  Potenzen  oder  die 
der  Formanten  betrachten,  oder  etwa  beide  als  gleichberechtigte 
Elementarreste  nebeneinander  bestehen  lassen  soll.  Sie  muß  zu- 
gunsten der  Formantenreste  entschieden  werden,  weil  die  Potenz- 
reste aus  den  Formantenresten ,  nicht  aber  umgekehrt  die  For- 
mantenreste aus  den  Potenzresten  sich  einfach  ableiten  lassen, 
da  die  Formanten  gleich  Polynomen  mit  gebrochenen  Koeffi- 
zienten sind. 

Die  Elemente  der  Reste  beliebiger  Zahlenreihen  sind 
also  die  Formantenreste  in  Primzahlmoduln.  Wir  nennen 
diese  daher  einfach  Elementarreste. 

Vor  den  Potenzresten  haben  die  Elementarreste  noch  den 
Vorzug,  daß  die  Anzahl  der  von  0  verschiedenen  Reste  der  For- 
mante (z)  immer  geringer  als  die  der  Potenz  xn.    Die  Anzahl  der 

Glieder  einer  Periode  ist  zwar  bei  beiden  Reihen  in  allen  von  2 
verschiedenen  Moduln  gleich  dem  Primzahlmodul  P,  doch  ist  die 
Zahl  der  Nullglieder  der  Periode  der  Formantenreste  n,  der 
Potenzreste  1,  und  darum  die  Anzahl  der  von  0  verschiedenen 
Elementarreste  bei  jenen  nur  P  —  n  gegen  P  —  1  bei  diesen. 

Da  ferner  alle  Glieder  der  Reihen  r)  und  xn,  welche  kleiner 
als  P  sind,  selbst  Reste  darstellen,  und  im  allgemeinen  bei  gleicher 
Ordnung  der  Reihe  die  Anzahl  der  Formanten ,    welche  \Z)  <C P 

genügen,  größer  ist  als  die  Anzahl  der  Potenzen ,  welche  xn  <C  P 
erfüllen,  so  wird  auch  dadurch  die  Anzahl  der  nicht  auf  den 
ersten  Blick  erkennbaren  Reste  —  der  selbstverständlichen 
Reste  —  bei  den  Formanten  gegenüber  den  Potenzen  verringert. 

§  54.   Die  Staffelung  der  Reihe  der  Elementarreste. 

Ist  die  Form  der  Reihe  der  Elementarreste  [Z\ — Py,  so  be- 
ginnt sie  mit  den  n  Nullgliedern.  Darauf  folgen  weitere  selbst- 
verständliche Reste,  deren  Ende  bestimmt  ist  durch  f^j<|P<<r^  )■ 
Es  bleiben  P  —  /t  Reste  zu  bestimmen. 

Das  Glied,  welches  den  Symmetriepunkt  der  Reste  bezeich- 
net, ist,  wenn  P>2  und  daher  in  der  Form  2p -\~1  darstellbar  ist, 

-^  —  rjP,  wo  >)  aus  der  Limitation  j?P^(p+*_1)<0/  +  l)i> 


n         ,        .,~  ,  ..  ~  v ~ ~  ■/-  =\        n 
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bestimmt  ist.  Ist  nun  i]  <P  —  fx ,  so  bleibt  die  Modulreihe  not- 
wendig stellenweise  stationär  auf  der  Strecke  zwischen  dem  Ende 
der  ersten  Staffel  und  dem  Symmetriepunkt.  Diese  Strecke  der 
Restreihe  ist  also  dann  gestaffelt.  Die  Bedingung  dieser  Staffelung 
ist  jedoch  allgemein  nur  für  n=2  erfüllt.  Bei  den  übrigen  Rest- 
reihen befinden  sich  nur  unter  den  ersten  Staffeln  bei  höheren 
Werten  von  P  stationäre.  Nähern  wir  uns  dem  Symmetriepunkt, 
so  werden  die  Staffeln  progressiv. 

Bei  Reihen  zweiten  Grades  erhalten  wir  durch  Rollenvertau- 
schung der  Terme  eine  Unterreihe  erster  Stufe.  Ihre  Glieder 
sind  die  Anfangsglieder  der  Staffeln,  mit  deren  Hilfe  die  Rest- 
reihe sich  bilden  läßt. 

§  55.   Perioden  der  Formantenreste  bei  nichtprimen  Moduln. 

Ist  in  der  Reihe  (x )  —  A  y  der  Modul  A  keine  relative  Prim- 
zahl im  n- System,  so  ist  die  Periode  der  Reihe  ein  Vielfaches 
von  A.  Sie  sei  fiA.  Diese  Periode  zerfällt  dann  in  /n  Unter- 
perioden von  je  A  Gliedern,  die  in  solchem  Zusammenhang  mit- 
einander stehen,  daß  die  folgenden  Perioden  sich  aus  den  vorher- 
gehenden berechnen  lassen. 

Substituieren  wir  in  die  Form  der  Reihe  x-\-  A  für  x  und 
y-\-z  für  y,  so  entsteht  die  Form 

M)-^to+«)-(:)-4»+(f)W-Ki)(.',)+...+(iH.. 

Die  Reihe  erscheint  also  zerlegt  in  zwei  Reihen,  die  ursprüngliche 

Q-4s,  =  rundeineneue4(^1)+(|)(„^)+...  +  (f)-4,=/> 

und  die  Reste  der  zweiten  Unterperiode  lassen  sich  als  Summen 
der  Reste  der  ersten  Periode  und  der  neuen  Reihe  auffassen.  Die 
Form  der  letzteren  läßt  sich   nun  noch    wesentlich    vereinfachen. 

Die  Koeffizienten  A,    (■„),    .  .  .,    (    )   stellen  wir  dar  als  Viel- 


fache von  A  plus  dem  Reste  in  A.  Ohne  Änderung  der  Reste  der 
Reihe  können  wir  dann  offenbar  überall  die  Reste  der  Koeffizienten 
für  diese  selbst  setzen.  Wir  bezeichnen  sie  mit  cH,  wo  der  Index 
die  Ordnungszahl  der  entsprechenden  Formante  ist.  Die  Form 
der  zweiten  Reste  geht  dann,  da  allgemein  a1  =  0,  über  in 

Z2)Jr^{nl3)-i----Jran-Az  =  r'. 

Die  Koeffizienten  dieser  Form,  also  die  Reste  der  Formanten 
in  ihrem  eignen  Term  lassen   sich  nun  folgendermaßen  allgemein 

ermitteln.  —  Um  den  Rest  der  Teilung  von  ()  durch  A  zu  be- 
stimmen, bringen  wir  die  Zahl  A  auf  ihre  typische  Form  im  n-System. 
Erweist  sich  dann  A  als  Primzahl  dieses  Systems,  so  ist  (  )  ein 
Vielfaches  von  A,    also   der  Rest  von  [    )   in   A    gleich    0.     Wir 


brauchen  also  nur  das  arithmetische  Verhältnis  von  ( „  i  zu  A  in 
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bezug  auf  die  Formen  der  Nichtprimzahlen  des  n- Systems  zu 
untersuchen.  Es  soll  hier  nur  geschehen  in  den  beiden  einfachsten 
Systemen. 

I.  Im  2-System  ist  N=2.  Die  Form  der  Nichtprimzahlen  ist  2v. 
Ist  ^4  =  2a,  so  ist  der  Rest  ( 2J — Ay  =  a[2a —  1  —  2y]  =  a 
für  y  =  a  —  1 . 
II.  Im  3 -System  ist  i\T  =  6.  Die  Formen  der  Nichtprimzahlen 
sind  6v,  6v-{-2,  Qv-^-S,  6v-f~4.  Wir  haben  daher  bezüg- 
lich des  arithmetischen  Verhältnisses  von  (3j  zu  A  vier 
Fälle  zu  unterscheiden,  je  nach  der  Form  von  A,  nämlich: 
1.    A  =  6a.      Die    Form     des     Restes    ist    (    ")  —  Gay 


=  a[(6a  —  l)(6a —  2)  —  Qy],   woraus  sich  der  Rest  2a 
für  y  =  Sa(a  —  1)  ergibt. 

2.  A  =  6  a  +2.  Die  Form  des  Restes  ist  (6a-f2) 
[(6a-|~l)a  —  y],  der  Rest  also  0. 

3.  A=6a-j-  3.  Die  Form  des  Restes  ist  (2a  4-1) 
[(3a  +  l)(6a  +  l)  —  3y],  woraus  für  y=  Sa2  -f  3a  der 
Rest  2a  -j-  1  sich  ergibt. 

4.  ^4  =  6a-^4.  Die  Form  des  Restes  ist  (3  a +  2) 
[2(2a  +  l)(3a-f  1)  —  2y\     Der  Rest  ist  also  0. 

Im  2- System  sind  die  Formen  der  vier  Werte  von  .4:  2  (3  a), 
2(3a  +  l),  6a-f  3,  2(3a+2),  d.  h.  die  dritte  Zahl  ist  im  2-System 
eine  Primzahl,  die  übrigen  sind  Nichtprimzahlen  im  2-System. 
Die  entsprechenden  Reste  sind  daher    3a,    3a-f-l>    0,    3a -j- 2. 

Die  Form  der  Reste  r'  ist  also  in  den  vier  Fällen: 

1.  3a(f)-f-2a  — 6az=a(3(i)  +  2  — 6  z) 

2.  (3a-f-l)(*)-(6a-f-2)z  =  (3a  +  l)(Q-2z) 

3.  2a  +  l— (6a  +  3)z  =  (2a+l)(l  — 3z) 

4.  (3a  +  2)(?)—  (6o-f4)«=(3o  +  2)((*)  —  2z). 
Nun  sind  die  Restreihen 

1.    3^)_|_2—  6z:  2    5    2    5    2    5  ...  Periode:   2,5 

2.  u.  4.       Q  —  2z:  0    10    10    1...  „  0,1 

3.         1  — 3z:  111111...  „  1. 

Kennen  wir  also  die  erste  Unterperiode  der  Restreihe 
(~) —  Ay,  so  können  wir  mit  Hilfe  dieser  Zusatzreste  die  Reste 
der  übrigen  Unterperioden  berechnen. 


Die  Beziehungen  der  Reihen.  103 

C.  Reihengleichungen  höherer  Ordnung. 

§  56.   Einteilung  der  Gleichungen. 

Die  Reihengleichungen  mit  Modulreihen  von  zweiter  und 
höherer  Ordnung  werden  wegen  der  Eigenschaften  ihrer  Restreihen 
zweckmäßig  in  zwei  Gruppen  gesondert,  nämlich  in  solche,  in 
denen  Modulreihen  und  gemessene  Reihen  von  gleicher  Ordnung, 
oder,  in  der  oben  (§  41)  eingeführten  Ausdrucksweise,  deren 
Grad  gleich  der  Ordnung  ist,  und  solche,  deren  Grad  von 
der  Ordnung  verschieden  ist,  bei  denen  dann  wieder  zu  unter- 
scheiden wäre,  ob  der  Grad  höher  als  die  Ordnung  oder  die  Ord- 
nung höher  als  der  Grad  ist.  Wir  nennen  Gleichungen  der  ersten 
Gruppe  homonom,  die  der  zweiten  Gruppe  heteronom. 

Die  homonomen  Gleichungen  haben  mit  ihrem  einfachsten 
Spezialfall,  den  schon  behandelten  Gleichungen  ersten  Grades  erster 
Ordnung  die  Eigenschaft  gemein,  daß  ihre  Restreihen  Staffeln 
von  konstanter  bzw.  innerhalb  enger  Grenzen  schwankender 
Gliederzahl  bilden.  Die  heteronomen  Gleichungen  dagegen  bilden 
Staffeln  mit  stark  wechselnder  Gliederzahl.  Sie  sind  aus  diesem 
Grunde  im  allgemeinen  schwieriger  zu  behandeln  wie  die  homo- 
nomen Reihen. 

Welche  Form  man  für  die  Reihen  wählt,  ob  man  sie  durch 
Polynome  oder  Polyforme  darstellt,  hängt  von  der  zu  lösenden 
Aufgabe  ab.  Für  die  Einteilung  der  Reihen  in  Strecken,  sowie 
für  die  Umformung  der  Reihen,  erweist  sich  das  Polyform  im 
allgemeinen  geeigneter.  Ebenso  ist  es  auch  da  angebracht,  wo 
im  Verlaufe  der  Lösung  algebraische  Gleichungen  mit  einer  Unbe- 
kannten zu  lösen  sind. 

§  57.   Allgemeine  Form  und  Eigenschaften  der  Restreihen. 

Die  allgemeine  Form  der  Reihengleichung  ist  (§  <&l)fm(x)— q>  (y)=k, 
wo  fm(x)  und  <pn{y)  Schnittformen  arithmetischer  Reihen' ra-ter 
bzw.  w-ter  Ordnung  mit  dem  Anfangsgliede  0  sind.  —  Die  Form 
der  Restreihe  ist  fm  {x)  —  <pn  (y),  ihr  Anfangsglied  fm  (0)  —  <pn  (0)  ==  0. 
Die  weitere  Entwicklung  der  Restreihe  hängt  nun  von  dem  arith- 
metischen Verhältnis  der  Differenzen  Afm(x)  und  A<pn(y)  ab.  Gehen 
wir  von  einem  bestimmten  Reste  fm(x0)  —  <pn{y0)  =r0  aus,  so  ist 
die  Hauptfrage  die,  ob  die  Differenzen  Afm(xQ),  Afm(x^,  Jfm(x2),  .  .  . 
größer  oder  kleiner  sind,  als  die  entsprechenden  Differenzen 
A(pn(y0),  A<pn{yt),  Acpn(y2),  ...  Die  Reihe  mit  den  größeren 
Differenzen  eilt  dann  mit  wachsendem  Term  der  anderen  Reihe 
vorauf  bzw.  die  mit  kleinerem  Term  bleibt  hinter  jener  zurück, 
und  es  bedarf  eines  zeitweiligen  Anhaltens  des  Wachstums  der  einen 
Reihe,  oder  einer  Beschleunigung  des  Wachstums  der  anderen, 
um  wieder  einen  Ausgleich  herbeizuführen  und  kleinste  Reste  zu 
erhalten.  Im  Verhalten  der  Reihen  zueinander  können  wir  dabei 
vier  Type  unterscheiden:  Zunächst  wird  zu  scheiden  sein,  ob  die 
Differenzen  der  Modulreihe   oder   die    der  gemessenen   Reihe  die 
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größeren  sind;   sodann  kommt  es  aber  auch  auf  die  Größe  oder 
den  Grad  des  Unterschiedes  an. 

1.  Die  Differenzen  der  Modulreihe  seien  in  der  betrach- 
teten Strecke  größer  als  die  der  gemessenen  Reihe: 

A<Pntoi»Äfm{Xi)- 

Bei  gleichmäßigem  Wachstum  beider  Terme  nimmt  dann 
die  Differenz  fm{</ ,.)  —  </„(#,)  zu.  Um  dieser  Zunahme  die  nötigen 
Schranken  zu  setzen,  muß  das  Wachstum  von  y  verlangsamt 
werden,  indem  y  nicht  mit  x  gleichzeitig  und  gleichmäßig  wächst. 
Hierbei  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Die  Differenzen  der  gemessenen  Reihe  sind  niemals  so 
klein,  daß  auch  Summen  von  zwei  oder  mehr  aufeinander- 
folgenden Differenzen  kleiner  als  die  entsprechende  Diffe- 
renz der  Modulreihe  sind. 

b)  Die  Differenzen  der  gemessenen  Reihe  sind  so  klein,  daß 
auch  Summen  von  aufeinanderfolgenden  Differenzen  kleiner 
als  die  entsprechende  Differenz  der  Modulreihe  sind. 

Im  Falle  la  wachsen  die  Terme  beider  Reihen  im  allgemeinen 
gleichmäßig,  nur  an  den  Verwerfungsstellen  der  Restreihe  bleibt 
der  Term  der  Modulreihe  einmal  konstant,  während  der  unab- 
hängige Term  um  eine  Einheit  fortschreitet.  Es  bilden  sich  also 
progressive  Staffeln,  die  voneinander  geschieden  werden  durch  zwei 
Reste  mit  gleichem  Term  der  Modulreihe. 

Im  Falle  lb  dagegen  bleibt  der  Term  der  Modulreihe  für 
mehrere  aufeinanderfolgende  Glieder  konstant  und  die  Verwerfung 
besteht  darin,  daß  er  an  bestimmten  Stellen  um  eine  Einheit 
wächst.  Es  besteht  die  Restreihe  also  aus  stationären  Staffeln 
mit  progressiven  Verwerfungsstellen. 

2.  Die  Differenzen  der  Modulreihe  seien  in  der  betrach- 
teten Strecke  kleiner  als  die  der  gemessenen  Reihe: 

A<Pntei)<AL(xd' 

Bei  gleichmäßigem  Wachstum  beider  Terme  nimmt  dann  die 
Differenz  fm{x^  —  <i  n{y^  ab.  Um  ein  Sinken  anter  0  zu  verhindern, 
muß  daher  das  Wachstum  von  y  im  Durchschnitt  schneller  sein 
als  das  von  x.  Hierbei  sind  wieder  zwei  den  unter  1  unter- 
schiedenen entsprechende  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Es  sind  niemals  Summen  der  Differenzen  der  Modulreihe 
kleiner  als  die  entsprechende  Differenz  der  gemessenen  Reihe. 

b)  Es  gibt  solche  Summen  von  Differenzen. 

Im  Falle  2a  wachsen  beide  Terme  im  allgemeinen  gleich- 
mäßig, doch  nimmt  der  Term  der  Modulreihe  an  den  Verwerfungs- 
stellen um  eine  Einheit  mehr  zu  als  der  entsprechende  Term  der 
gemessenen  Reihe.  Die  Reihe  besteht  also  aus  progressiven  Staffeln, 
welche  an  den  Verwerfungsstellen  durch  eine  stärkere  Progression 
unterbrochen  werden. 
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Im  Falle  2b  wächst  der  Term  der  Modulreihe  im  allgemeinen 
stärker  als  der  der  gemessenen  Reihe,  doch  gibt  es  Verwerfungs- 
stellen, an  denen  ersterer  um  eine  Einheit  hinter  seinem  gewöhn- 
lichen Wachstum  zurückbleibt. 

Ist  der  Ausgangspunkt  für  die  Bildung  der  Reste  das  Anfangs- 
glied der  ganzen  Restreihe  fm(0)  —  <pn(0)  =  0,  so  nehmen  für  die 
ersten  Reste  der  Reihe  die  obigen  vier  Fälle  folgende  Gestalt  an, 
wobei  zu  beachten,  daß  A fm(0)  =  fm(l)  und  A<pn(Q)  =  <pn(l). 

(la)  /m(l)<  9>H(1)</W(2). 

Der  erste  von  0  verschiedene  Rest  ist  fm{l). 

(ib)  fJX^JKUHi). 

Die  erste  Staffel  der  Reste  ist  fJO),  fjl),  fm(2),  .  .  .,  fJQ. 
(2a)  ^(1)<L(1)<^(2). 

Der  erste  von  0  verschiedene  Rest  ist  /"„(l)  —  ^„(l)- 

(2b)  ^XMX^  +  i). 

Der  erste  von  0  verschiedene  Rest  ist  fm(l)  —  <Pn(*])> 
Ist  insbesondere  t\n(x)  =  a[Z)>  99„(2/)  =  ^u)>  so  beginnt  man 
zweckmäßig    die    Restreihe    mit   den    letzten    Nullgliedern    beider 
Reihen,  also  Q>\~   )   und  A[n~  )  und  transformiert  demgemäß 


n 
die  Restreihe  in 

'z  +  m—l\ ^  (y  +  n  - 


Die  vier  Fälle  sind  dann  folgende: 
(la)  a<A<a(mfl 

Das  erste  von  0  verschiedene  Glied  der  Reihe  ist  a. 

db)  a(^^71)<^<a(^tm)- 

Die  erste  Staffel  der  Reihe  ist  dann  0,  a,  a>[i),  a 


ihjiY1 


(2a)  A<a<A(^  +  l) 

Der  erste  von  0  verschiedene  Rest  ist  dann  a  —  A. 

(2b)  4f^ri)<fl<4"+'1). 


n 

Der  erste  von  0  verschiedene  Rest  ist  dann  a  —  A  ( n  '  ''  T l 

Die  vier  typischen  Arten  der  Staffelung  kommen  bei  beiden 
Arten  der  Reihengleichungen,  den  homonomen  wie  den  hetero- 
nomen  vor.  Sie  unterscheiden  sich  jedoch  dadurch,  daß  die 
Staffeln  der  ersteren  eine  gewisse  Konstanz  in  bezug  auf  ihre 
Länge  zeigen,  während  die  der  letzteren  in  bezug  auf  diese  sehr 
variabel  sind. 

Ist  nämlich  die  Gleichung  heteronom,  also  die  eine  Reihe 
von  niedrigerer  Ordnung  als  die  andere,   so  werden,    wenn  nicht 
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von  Anfang,  so  doch  von  einem  bestimmten  Gliede  an,  alle  Diffe- 
renzen der  ersteren  notwendig  kleiner  sein  als  die  der  letzteren. 
Dadurch  erfährt  das  über  die  Staffelung  Gesagte  bei  diesen  Reihen 
folgende  Modifikation: 

1.  Ist  die  gemessene  Reihe  von  niedrigerer  Ordnung 
als  die  Modulreihe,  also  m<^n,  so  ist  es  zwar  möglich,  daß 
in  einzelnen  endlichen  Stücken  und  im  Anfang  die  Differenzen 
der  gemessenen  Reihe  größer  seien  als  die  der  Modulreihe,  für  die 
größte,  weil  unendliche  Endstrecke  der  Reihe  sind  aber  gewiß 
die  Differenzen  der  gemessenen  Reihe  die  kleineren,  und  zwar 
wird  nach  einer  Übergangsstrecke,  in  welcher  der  Fall  1  a  zutrifft, 
der  Fall  lb  Geltung  bekommen:  Eine  wachsende  Summe  von 
Differenzen  der  gemessenen  Reihe  wird  kleiner  als  die  entsprechende 
Differenz  der  Modulreihe  sein. 

2.  Ist  die  gemessene  Reihe  von  höherer  Ordnung  als 
die  Modulreihe,  also  ra>-w,  so  ist  es  zwar  möglich,  daß  in 
einzelnen  endlichen  Strecken  und  im  Anfang  die  Differenzen  der 
Modulreihe  größer  seien  als  die  der  gemessenen.  Für  die  unend- 
liche Endstrecke  dagegen  sind  sicher  die  Differenzen  der  Modul- 
reihe kleiner.  Es  trifft  daher  zur  Hauptsache  der  Fall  2  zu  und 
zwar  tritt,  nach  einer  Übergangsstrecke,  in  welcher  noch  beide 
Terme  sich  gleichmäßig  verändern  und  nur  an  den  Verwerfungs- 
stellen der  Modulterm  sich  schneller  bewegt,  der  Fall  2b  dauernd 
in  Geltung :  y  bewegt  sich  sprungweise  in  immer  größeren  Sprüngen 
mit  nur  einmaliger  Verzögerung  der  Bewegung  um  eine  Einheit 
an  den  Verwerfungsstellen. 

Bei  homonomen  Gleichungen  dagegen  bilden  sich  in  den 
verschiedenen  Strecken  Staffeln  von  verschiedenem  Typ,  aber  an- 
genähert gleicher  Länge.  In  der  unendlichen  Endstrecke  bleibt 
auch  der  Typ  der  Staffel  dauernd  derselbe.  Es  ist  nämlich  bei 
homonomen  Reihen  die  Summe  einer  konstanten  Anzahl  von  auf- 
einanderfolgenden Differenzen  der  einen  Reihe  von  der  Summe 
einer  konstanten  Anzahl  von  aufeinanderfolgenden  Differenzen 
der  anderen  Reihe  nur  um  eine  Größe  verschieden,  welche  kleiner 
als  die  letzte  Differenz  der  Modulreihe  ist.  An  die  Stelle  der 
Summe  kann  dabei  auf  der  einen  Seite  auch  ein  einzelnes  Glied 
treten.  Diese  Summen  bestimmen  daher  die  Längen  der  Staffeln 
der  Rest-  und  Defektreihen,  jedoch  nicht  allein,  sondern  in  Ver- 
bindung mit  den  Anfangsgliedern  der  Staffeln.  Ist  das  Anfangs- 
glied einer  Staffel  groß,  so  hat  die  Staffel  eine  geringere  Anzahl 
von  Gliedern,  als  wenn  es  klein  ist.  Es  wechseln  daher  Staffeln 
mit  verschiedener  Gliederzahl,  die  jedoch  nie  unter  ein  gewisses 
Minimum  herabsinkt  noch  sich  über  ein  gewisses  Maximum  erhebt. 
Die  Differenz  des  Maximums  und  des  Minimums  ist  gleich  der 
gemeinsamen  Ordnungszahl  beider  verglichenen  Reihen1).  Bei  den 
homonomen  Reihen  erster  Ordnung  unterscheiden  sich  die  Staffeln, 
wie  §  48  gezeigt  wurde,  um  höchsens  ein  Glied  voneinander. 

1)  Dieser  zur  Hauptsache  auf  induktivem  Wege  gewonnene  Satz  bedarf 
nocli  des  deduktiven  Beweises. 
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§  58.   Heteronome  Reihengleichungen  ersten  Grades. 

Die  einfachste  Form  einer  Reihengleichung  ersten  Grades 
n-ter  Ordnung  ist,  wenn  die  Modulreihe  als  Formantenreihe  ge- 
geben ist 

(1)  aQ)-A$-h. 

Als  erstes  Glied  der  Restreihe  betrachten  wir 

a(J)-A("->)  =  0. 
Der  erste  von  0  verschiedene  Rest  ist,  wenn 

1.     a<A,     a(\)—  A(n~l 


2.     a>A,     aft-Ah  = 


Durch  Substitution  von  y  =  z  -f-  n  —  1  werden  die  Terme  der 
beiden  ersten  Glieder  der  Restreihe  in  x  =  0,  2  =  0  und  x  =  1 , 
2  =  0  im  ersten  Falle,  x=\,  2=1  im  zweiten  Falle  verwandelt. 
Beide  Fälle  sollen  nunmehr  gesondert  behandelt  werden. 

1.  a<^A,  und  zwar  sei  aX<^A  <^a{X-\-l).  Die  Reihe  der 
Reste  besteht  dann  aus  Staffeln,  deren  erste  0,  a,  2  a,  3  a,  .  .  ., 
la  ist.  Nach  der  Verwerfung  beginnt  die  zweite  Staffel  mit 
a(/.-\-l)- —  A  und  endigt  mit  dem  Gliede,  dessen  Term  X  -f-  ju  durch 


oder 

a(i  +  /*)^^(*t1)<a^  +  A»+1) 
bestimmt    ist.     Das   Anfangsglied    der    dritten    Staffel    ist    dann 
a(X -\- ju -\- 1)  —  ir  j    j  usw.    Die  Anfangsglieder  der  Staffeln  sind 

nun  nichts  anderes  als  die  Glieder  der  Volte  von  a("j  j  —  ■^■Vnj 
also  von  der  Form  a[f)  —  A\"yn  j  (§  40).  Sie  sind,  anders  aus- 
gedrückt, die  Defekte  der  Reihe  A  (&)  in  ax  als  Modulreihe.    Damit 

ist  das  Bildungsgesetz  der  Reihe  der  Reste  gefunden:  Sie  besteht 
aus  Staffeln,  gebildet  aus  den  Gliedern  der  Volte  der  Restreihe 
als  Anf angsgliedern ,  während  die  Differenz  der  Glieder  der  ein- 
zelnen Staffeln  die  Konstante  a  ist.  Die  Staffeln  sind  also  arith- 
metische Reihen  mit  wechselndem  Anfangsglied  und  wachsender 
Länge  der  Staffeln. 

2.  a^>A.  Dieser  Fall  unterscheidet  sich  von  1  dadurch,  daß 
das  Gesetz  der  Restreihe  nicht  durch  die  ganze  Reihe  dasselbe 
ist,  diese  vielmehr  in  zwei  Teile  zerfällt,  die  von  verschiedenen 
Bildungsgesetzen  beherrscht  werden.  Da  nämlich  die  Differenz 
der  gemessenen  Reihe   konstant  gleich  a  bleibt,    wächst    die   der 

Modulreihe  A  A  f jM  =  A  ( n  ^_  1 )  mit  wachsendem  Term.  Die  Differenz 

der  gemessenen  Reihe  ist  daher  nur  im  ersten  Teil  der  Reihe  größer 
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als  die  der  Modulreihe,  später  überflügelt  die  Differenz  dieser  die 
Größe  a.  Der  eigentliche  Charakter  der  beiden  Reihenteile  wird  aber 

dadurch  bestimmt,  daß  im  ersten  die  Volte  von  Q>["\   l — ir]  der 

Reihe  selbst  übergeordnet,  im  zweiten  die  Volte  der  Reihe 
untergeordnet  ist.  Zwischen  beiden  liegt  im  allgemeinen  eine 
Strecke  der  Identität  von  Volte  und  Reihe,  die  man  daher  nach 
Belieben  dem  ersten  oder  zweiten  Teile  zurechnen  oder  auch  be- 
sonders betrachten  kann.  Während  also  im  Fall  1  die  Volte  der 
ganzen  Reihe  untergeordnet  war,  ist  es  im  Falle  2  nur  die  Volte 
des  zweiten,  allerdings  im  allgemeinen  wichtigeren,  weil  unend- 
lichen Teiles  der  Reihe  (§  40). 

Für  diesen  Endteil  der  Reihe  gilt  nun  genau  dasselbe  Bildungs- 
gesetz wie  für  die  ganze  Reihe  im  Falle  1 :  Die  Reihe  entsteht 
durch  Interpolation  von  arithmetischen  Reihen  erster  Ordnung 
zwischen  die  Glieder  der  Volte.  —  Für  den  ersten,  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Gliedern  gebildeten  Teil  der  Reihe  gibt  es  kein 
derartiges  abkürzendes  Bildungsgesetz. 

Ist  die  Modulreihe  nicht,  wie  wir  hier  zunächst  annahmen, 
eine  solche,  deren  Form  sich  durch  eine  einzige  Formante  dar- 
stellen läßt,  so  besteht  die  Möglichkeit  eines  wechselnden  Steigens 
und  Abnehmens  der  Differenz  der  Modulreihe.  Die  Restreihe  ist 
dann  in  einzelne  Strecken  zu  zerlegen  und  für  jede  Strecke  ge- 
sondert  zu   bilden.     Ist   z.  B.  die  Modulreihe   eine   Reihe   zweiter 

Ordnung  von  der  Form  A\X\-\-B\T\i  so  sind  die  beiden  Strecken- 
formen der  Reihe  zu  bilden  (§  31)  und  die  Lage  der  Reihe  erster 
Ordnung  a[T\  in  jeder  dieser  Strecken  zu  untersuchen. 


§  59.   Verkürzte  Restreilien. 

Haben  sämtliche  Glieder  einer  der  Reihen  fm{x)  oder  <pn(y) 
einen  gemeinsamen  Faktor,  so  kann  der  Rest  fm(x)  —  (/  n(y)  offenbar 
nur  dann  0  werden,  wenn  auch  die  Glieder  der  anderen  Reihe  den- 
selben Faktor  haben.  Handelt  es  sich  daher  nur  um  die  Lösung 
der  Nullgleichung  fm  (x)  —  tpn  {y)  =  0,  nicht  um  die  Bildung  der 
vollständigen  Restreihe,  so  kann  man  die  Aufgabe  wesentlich  ver- 
einfachen, indem  man  nur  die  Glieder  der  Restreihe  bildet,  welche 
jenen  Faktor  der  einen  Reihe  besitzen. 

Haben  alle  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  w-ter  Ordnung 
denselben  Faktor  a,  wofür  nach  §  1 1  eine  hinreichende  Bedingung 
die  ist,  daß  m  -J-  1  Glieder  der  Reihe  diesen  Faktor  besitzen ,  so 
zeigt  sich  dieser  Faktor  auch  in  der  Form  der  Reüie.  Hat  also 
die  Reihe  fm{x)  den  Faktor  a,  so  können  wir  sie  durch  af'm(x) 
bezeichnen  und  die  Restreihe  nimmt  eie  Form  a  f'm  (x)  —  q  n  {y)  an. 
Kennen  wir  nun  die  Terme  von  y>n{y),  für  welche  die  Glieder 
dieser  Reihe  den  Faktor  a  haben,  so  können  wir  durch  Sub- 
stitution der  Formen  dieser  Terme  für  y  eine  Restreihe  bilden, 
welche  der  ersten  subsumiert  ist  und  nur  durch  a  teilbare  Reste 
einschließlich  sämtlicher  Nullreste  enthält. 
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Sind  beide  Reihen  solche,  deren  Glieder  einen  gemeinsamen 
Faktor  besitzen,  ist  also  auch  <pn(y)  =  b(p'n(y) ,  so  läßt  sich  die 
analoge  Substitution  für  x  vollziehen  und  die  Restreihe  af'm(x) 
—  b<p'n{y)  m  eme  s°lcne  verwandeln,  deren  sämtliche  Glieder  so- 
wohl den  Faktor  a  als  den  Faktor  b  besitzen,  die  Nullglieder 
eingerechnet,  welche  als  Glieder,  die  jeden  beliebigen  Faktor  haben, 
betrachtet  werden  können. 

Einen  besonderen  Fall  dieser  Art  stellen  die  Formen  axm  —  Ay71 

oder  a[z\  —  ^u)  dar.    Ist  A  eine  Primzahl  im  ra-System,  und  a 

eine  Primzahl  im  n- System,  so  ist  einfach  x  =  Av-{-/a,  und 
y  =  au-\-v  zu  substituieren,  wo  fx  alle  Werte  von  0  bis  m — 1, 
v  alle  Werte  von  0  bis  n  —  1  durchläuft.  Es  ergeben  sich  also 
dann  mn  verschiedene  verkürzte  Restreihen,  die  alle  der  ursprüng- 
lichen subsumiert  und  deren  sämtliche  Nullstellen  mit  denen 
jener  identisch  sind. 

§  60.   Restreihen  höherer  Stufe  und  die  Revolvenz  der  Reihen. 

Aus  den  Restreihen  kann  man  nun  bei  homonomen  Reihen 
allgemein  durch  Vertauschung  der  Rollen  beider  Terme  die  Reihen 
der  kleinsten  Glieder  jeder  Staffel  oder  die  untergeordneten  Rest- 
reihen höherer  Stufe  bilden. 

Am  einfachsten  ist  diese  Operation,  wenn  die  Restreihe  vom 
Typ  lb  (§  57)  ist.  Es  ist  dann  die  Volte  der  Reihe  die  gesuchte 
Unterreihe;  denn  sie  ist  jener  subsumiert  und  enthält  Glieder  für 
jeden  Wert  des  Terms  der  Modulreihe.  —  In  allen  anderen  Fällen 
muß  man  durch  geeignete  Substitution  einen  neuen  abhängigen 
Term  einführen,  in  bezug  auf  welchen  die  Reihe  vom  Typ  lb  wird. 

Bezüglich  der  Substitution  sind  vier  Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Sind  die  Staffeln  in  bezug  auf  y  vom  Typ  2a,  d.  h.  be- 
wegen sich  x  und  y  im  allgemeinen  gleichmäßig,  während  an  den 
Verwerfungsstellen  y  um  eine  Einheit  vorauseilt,  so  ist  zu  sub- 
stituieren 

(1)  y  =  X  +  U, 

wodurch  der  neue  Modulterm  u  eingeführt  wird,  der  unverändert 
bleibt,  wenn  x  und  y  sich  gleichmäßig  bewegen,  während  er  an 
den  Verwerfungsstellen  um  eine  Einheit  zunimmt. 

2.  Sind  die  Staffeln  vom  Typ  la,  d.  h.  bewegen  sich  im 
allgemeinen  x  und  y  gleichmäßig,  und  bleibt  nur  an  den  Ver- 
werfungsstellen y  stüle  stehen,  so  ist  zu  suhstituieren 

(2)  y  =  x  —  u. 

Der  neue  Modulterm  u  bleibt  dann  unverändert,  solange  x 
und  y  sich  gleichmäßig  verändern,  während  er  um  eine  Einheit 
wächst,  wenn  y  unverändert  bleibt. 

3.  Gehören  die  Staffeln  dem  Typ  2b  an,  so  ist  zu  unter- 
scheiden, ob  an  den  Verwerfungsstellen  der  Term  des  Moduls  sich 
um  eine  Einheit  mehr  oder  um   eine  Einheit   weniger  verändert 
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als  im  allgemeinen.  —  Verändert  sich  y  im  allgemeinen  um  a, 
während,  er  an  den  Verwerfungsstellen  sich  um  a-\-l  verändert, 
so  ist  zu  substituieren 

(3)  y  =  aX  +  ß  +  U, 

wo  ß  eine  dem  Term  des  Anfangsgliedes  der  Staffel  entsprechende 
Konstante  bedeutet,  die  auch  0  sein  kann.  --  Verändert  sich  nun  y 
proportional  mit  ax,  so  bleibt  u  unverändert,  während  u  an  den 
Verwerfungsstellen  um  eine  Einheit  wächst.  —  Verändert  sich 
dagegen  y  an  den  Verwerfungsstellen  nur  um  a — 1,  während  es 
im  allgemeinen  um  a  wächst,  so  ist  die  Substitution 

(4)  y  =  ax-{-ß  —  u, 

durch  welche  bewirkt  wird,  daß  u  in  der  Staffel  unverändert  bleibt 
und  an  der  Verwerfungsstelle  um  eine  Einheit  vorrückt. 

Welchem  Typ  die  Reihe  angehört  und  welche  der  vier  Sub- 
stitutionen anzuwenden  ist,  erkennt  man  entweder  unmittelbar 
aus  der  Eorm  der  Reihe  oder  aus  der  ersten,  einschließlich  der 
ersten  Verwerfungsstelle,  berechneten  Staffel. 

Als  Beispiel  soll  die  Restreihe 

(1)  2^*"  +  ^  —  ^  +  2' 


11  12 

12  48 

14        15 


3      /      V    3 

dienen,  deren  Unterreihen  sich  folgendermaßen  gestalten: 
Die  ersten  Staffeln  der  Reihe  sind 


tiX"  =        0        12  3  4  5  6 

Reste       0     14  0      5     14    28 


7  8  9  10 

3     20    44    76 


2/=        0        1         2  4567  9         10        11         12 

Die  Reihe  gehört  dem  Typ  2  a  an.    Die  Substitution  ist  also 
y  =  x-\-u.     Die  Volte  von  (1) 

(2)    2(x+2\  —  (x+>>u"+2)=(x)—(x\(>'u"+2)—(x)(»ui'+2\— (»u": 


2    J        \           3          J~\JiJ       \2J\  1       ;  \l)\ 

stellt  dann  die  Unterreihe  erster  Stufe  dar. 

Ihre  ersten  Staffeln  sind1) 

I 

tiU      =      01234            5             6  78  9           10 

Reste     0     0     3     12     30     60     105  7     40  90    160 

X  =      0         4        8         12          16          20          24  27        31  35          39 


11 

12 

253 

520 

43 

47 

*)  Zur  Berechnung  der  Reste  bedient  man  sich  entweder  der  entwickelten 
oder  der  unentwickelten  Form."  Erstere  wird  aus  dieser  gewonnen  durch  An- 
wendung der  Formeln  in  §  11,  §  13,  und  in  §  17.  Für  die  direkte  Berechnung 
sind  die  unentwickelten  Formen  bequemer;  doch  werden  die  Formanten  bald  so 
groß,  daß  die  Tabellen  nicht  ausreichen  und  wenn  man  sie  auf  10  und  mehr 
Stellen  berechnete.  Durch  die  Entwicklung  werden  die  Terme  der  Formanten 
wesentlich  kleiner  und  bleibt  daher  die  Tabelle  bei  der  Rechnung  länger  ver- 
wendbar. Dafür  hat  wieder  die  Auffindung  des  kleinsten  Restes  einige  Schwierig- 
keit, wie  überhaupt  alle  Rechnungen  umständlich  und  mühsam  sind.  Man  geht 
zweckmäßig  in  der  Weise  vor,  daß  man  zunächst  die  Reihen  berechnet,  welche 
die  Koeffizienten  der  Formanten  des  Modulterms  darstellen. 
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Sie  gehört  dem  Typ  2b  an  und  zwar  der  zweiten  Art.  Die 
Substitution  ist  x=4=u  —  v.  Die  Volte  von  (2)  ergibt  die  Unter- 
reihe zweiter  Stufe. 


(3)       2 
=  3 


v    = 
Reste 


4u- 

3 

2)_r- 

-f'  +  2) 

;)+  ioOO+«(T)-['(!)+«(T)]  (1")+3(T)('f)-( 

5  ersten  Staffeln  sind 

i 

2       3 

4          5 

6           7 

8           9 

10        11          12 

0 

7   76 

56  260 

112  505 

128  764 

57   990  2335 

i 

7      14 

20        27 

33         40 

46         53 

59        66          73 

1136 


Die  Reihe  gehört  ebenfalls  der  zweiten  Art  des  Typs  2  b  an 
und  erfordert  die  Substitution  u  =  7(v — 1) — w,  um  sie  auf  den 
Typ  lb  zu  bringen.  Die  Volte  der  transformierten  Reihe  ist  dann 
die  Unterreihe  dritter  Stufe: 


(4) 


27  v  —  4„u>"  —  26 


34v  —  5,,w" 
3 


33 


62©+104(»)--17(t 
J-20  +  (l0(|)  +  B7(jV 


„w" — 2 

1 


—  28 


deren  erste  Staffeln  sind: 


„w"—     o 
Reste      7 

V=       2 


1 

56 


2 

112 


3  4 

128    57 


27 


5  6 

1136    1155 


55 


1000    624 


9  10 

3980  3714 


22 


-U 


Die  Reihe  gehört  der  ersten  Art  des  Typs  2  b  an.  Eine 
neue  Variable  z  wird  daher  eingeführt  durch  die  Substitution 
v  =  2{w-\-\)-\-z,  wodurch  die  Form  der  Unterreihe  vierter 
Stufe  nach  Vertauschung  der  Rollen  der  Terme  entsteht: 


(5) 


o/50w;-j-27„2"-{-28 


68  m; +  34  „2" +  35 
3 


Bei  der  Bildung  der  Restreihe  fünfter  Stufe  ist  zu  beachten, 
daß  die  Staffeln  der  Reihe  vierter  Stufe  im  Begriff  sind,  in  fallende 
Staffeln  überzugehen,  so  daß  dann  nicht  das  erste,  sondern  das 
letzte  Glied  jeder  Staffel  deren  kleinstes  Glied  ist. 

Die  Bildung  der  Restreihen  höherer  Stufen  ist  das  wesent- 
lichste Hilfsmittel  zur  Diskussion  der  Reihen.  Sie  dient 
namentlich  zur  Auffindung  der  Nullglieder  innerhalb  bestimmter 
Strecken.  Da  das  oben  berechnete  letzte  Glied  der  Restreihe  3714 
dem  Term  x=582,  i/  =  733  entspricht,  so  ergibt  sich,  daß  die 
Restreihe  (1)  außer  dem  Nullgliede  für  x=S,  y  =  4:  keine  Null- 
glieder innerhalb  der  ersten  582  Glieder  der  Reihe  besitzt,  und 
die  Grenze  läßt  sich  beliebig  weit  vorschieben,  um  so  schneller 
und  leichter  zu  je  höheren  Stufen  der  Unterreihe  man  fortschreitet. 
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In  manchen  Fällen  aber  erhalten  wir  durch  die  Bildung  der 
subsumierten  Restreihen  auf  kurzem  Wege  Aufschluß  über  die 
wesentlichsten  allgemeinen  Eigenschaften  der  Reihen,  wie  in 
folgendem  Beispiel: 


(6) 


Die  Restreihe  sei 


Ihr  Anfang  ist 


2(»fl- 


„x"  = 

0        12 

3 

4 

5 

Reste 

0    0     1 

0 

2 

5 

y= 

0        12 

4 

5 

6 

2)- 

8 

9 

in 

1 

6 

12 

11 

12 

13 

11 

12 

13 

14     , 

5 

12 

3 

11 

15 

16 

18 

19 

Die  Reihe  ist  vom  Typ  2a,  weshalb  wir  y  =  x-\-u  sub- 
stituieren, wodurch  sie  unter  gleichzeitiger  Vertauschung  der  Rollen 
der  Terme  übergeht  in 


(7) 


x  -j-  „u"\ Ix 


„11" 


„u" 
2 


welche  die  Unterreihe  erster  Stufe  darstellt. 
Ihre  ersten  Staffeln  sind 


Reste         0     0 


2         3 

2     1 


5  6 

3      0 


7         8 

6      2 

18       20 


9         10 

10     5 

23       25 


11 

15 

28 


Die  Reihe  ist  vom  Typ  2b  erster  Art  und  deshalb  x  =  2u-\-v 
zu  substituieren.  Die  Volte  ist  dann  die  Unter  reihe  zweiter 
Stufe 


(8) 

2(2tt 

2 

•)- 

/3m  +  , 
V        2 

,V"\  _ 

-et 

')+a)("D 

+«')• 

„«"  = 

0 

l 

2 

3         4 

5 

6        7 

8         9         10 

11        12 

1?     14 

Reste 

0 

0 

1 

0     2 

5 

2     6 

1     6      12 

5     12 

3  11 

u  = 

0 

1 

3 

6         8 

10 

13       15 

18      20         22 

25        27 

30    32 

Diese  Restreihe  ist  aber  identisch  mit  der  ursprünglichen 
Reihe,  wie  sich  auch  unmittelbar  ergibt,  wenn  wir  in  (8)  u-\-l 
=  v-\-w  setzen.     Es  geht  dann  über  in 


(9) 


also  in  eine  mit  (6)  äquivalente  Form. 

Diese  wichtige  Eigenschaft,  daß  eine  Unterreihe  mit  der 
Reihe  selbst  identisch  ist,  wollen  wir  als  Revolvenz  der 
Reihe  bezeichnen,  und  zwar  als  Revolvenz  auf  erster,  zweiter, 
dritter  usw.  Stufe,  je  nachdem  die  identische  Unterreihe  von  der 
Stufe  ist.  Wir  finden  diese  Eigenschaft  bei  vielen  Reihen  zweiter 
Ordnung.  Vermutlich  kommt  sie  auch  vor  bei  einzelnen  Reihen 
höherer  Ordnung,  doch  war  es  nicht  möglich,  unter  diesen  revol- 
vente  Reihen  nachzuweisen. 
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Eine  revolvente  Reihe  läßt  sich  in  Abschnitte  von  wachsender 
Länge  zerlegen,  deren  jede  folgende  die  Glieder  der  vorhergehenden 
und  außerdem  zwischen  diesen  interpolierte  neue  Glieder  besitzt. 
Wir  nennen  solche  Abschnitte  Revolvenzperioden.  Sie  sind 
durch  folgendes  Schema  der  Reihe  (6)  veranschaulicht. 
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Das  dargestellte  Stück  der  Reihe  zeigt  also  vier  Revolvenz- 
perioden. Die  fünfte  beginnt  mit  dem  85.  Gliede.  Die  wieder- 
kehrenden Glieder  sind  unterstrichen,  die  zum  zweiten  Male  wieder- 
kehrenden doppelt.  Zwischen  den  Gliedern  der  vorhergehenden 
Revolvenzperiode  sind  immer  zwei  bis  drei  Staffeln   interpoliert. 


§  61.   Reduzierbare  Gleichungen. 

Haben  die  Posten  mit  der  höchsten  Potenz  bzw.  der  Formante 
höchster  Ordnung  in  einer  homonomen  Reihengleichung  n-ten 
Grades  Koeffizienten,  welche  sich  nur  durch  Faktoren  n-ter  Potenz 
voneinander  unterscheiden,  so  kann  man  aus  ihnen  immer  die 
höchste  Potenz  der  gemessenen  Reihe  eliminieren,  also  diese  in 
eine  Reihe  n — 1-ten  Grades  verwandeln.  Die  Reihen  seien,  wie 
es  in  diesem  Falle  zweckmäßiger  ist,  als  Polynome  gegeben.  Wir 
schreiben  sie  aßnxn  -\-fn-i(x)  und  aynyn  -\-  qpn-1(y),  wo  /^(a;) 
und  95w_j(2/)  Formen  n — 1-ten  Grades  darstellen. 

Die  Elimination  von  xn  aus  der  Gleichung 

(1)  aßnxnJrfn_i(x)__a7nyn_(pn_i{y)=k 

kann  nun  in  doppelter  Weise  vollzogen  werden: 

a)  Man  substituiert  x  =  yu,  y  =  ßu-^v,  so  ergibt  sich 

(2)  fn-Ayu)  —  ayn[n(ßu)n-1v  +  ...  +  i?>]  —  <rn-l(ßu  +  v)  =  k. 

Diese  Gleichung  ist  jedoch  mit  der  Gleichung  (1)  nicht  äqui- 
valent,   sondern   ihr    subsumiert,    da    die    Reihe    der   Terme   der 
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gemessenen  Reihe  nicht  mehr  die  natürliche  Zahlenreihe,  sondern 
die  Reihe  yu  ist. 

Ist  jedoch  y  =  1 ,  so  läßt  man  x  unverändert  und  setzt 
y  =  fix-\-v.     Die  Gleichung  (2)  nimmt  dann  die  Gestalt 

(3)       /'„_!(*)  —  a[n(ßx)»-1v+.  .  .  +  *•]  —  <Pn-x{ßx  +  v)  =  k 
an  und  diese  ist  mit  (1)  äquivalent. 

Ist  auch  ß=l,  sind  also  die  Koeffizienten  von  xn  und  yn 
gleich,  so  tritt  eine  weitere  Vereinfachung  von  (3)  ein. 

b)  Substituiert  man  x  =  u  :  ß  und  y  =  v:y,  so  geht  (1)  über  in 

(5)  aun  -f  f^^u  :  ß)  —  «vn  —  <pn_x{v  :y)  =  k, 

welche  (1)  übergeordnet  ist.  Die  beiden  Reihen  fn-x{u:ß)  und 
<pn-1(v:y)  haben  im  allgemeinen  gebrochene  Koeffizienten  und 
Glieder  in  gebrochenen  Zahlen.  Enthalten  jedoch  die  ursprüng- 
lichen Koeffizienten  der  Reihen  immer  der  Potenz  der  Variablen 
entsprechende  Potenzen  von  ß  bzw.  y,  so  stellen  sie  ganzzahlige 
Reihen  dar,  welche  sich  auch  auf  die  Form  Fn_1(ßx)  und  ^n_x{yy) 
bringen  lassen,  so  daß  dann  Gleichung  (3)  die  Form 

(6)  a{ßx)n^Fn_i{ßx)_a{yy)n_(Pn_i{Yy)  =  k 

annimmt,  welche  mit  (1)  vollkommen  äquivalent  ist.  Substituieren 
wir  jetzt 

Yy  =  ßx  +  v, 
so  ergibt  sich 

(7)  Fn_1{ßx)  —  a[n(ßx)n-1v-{-.  .  .  +  vn:]  —  &n_1{ßx-\-v)=:k. 

Die  Gleichungen  (3)  und  (7)  stellen  mit  (1)  äquivalente 
Gleichungen  n — 1-ten  Grades,  n-ter  Ordnung  dar.  —  Eine 
homonome  Gleichung,  welche  sich  auf  eine  der  beiden  Arten  auf 
eine  Gleichung  niederen  Grades  zurückführen  läßt,  nennen  wir 
reduzierbar.  Die  reduzierte  Gleichung  ist,  obgleich  sie  in  bezug 
auf  die  eine  Variable  von  anderer  Ordnung  als  in  bezug  auf  die 
andere  ist,  doch  nicht  als  heteronome  Gleichung  im  oben  (§  56) 
definierten  Sinne  aufzufassen,  die  immer  aus  zwei  gesonderten 
Reihen  verschiedener  Ordnung  bestehen  müssen.  Sie  hat  die- 
selbe Restreihe  wie  eine  homonome  Gleichung  und  daher  ganz  den 
Charakter  dieser.  —  Man  unterscheidet  zweckmäßig  die  durch 
Reduktion  und  andere  Transformationen  entstandene  Gleichungen 
mit  Posten,  welche  zwei  Veränderliche  enthalten,  als  Gleichungen 
mit  kombinierten  Posten  von  den  Gleichungen  mit  einfachen  Posten. 

§  62.   Klassen  lösbarer  Gleichungen. 

I.  Denken  wir  uns  in  irgend  eine  Form  einer  arithmetischen 
Reihe  F(u)  für  u  die  Reihen  erster  Ordnung  axx  -f-  &x  und  a2y  -\-  b2 
substituiert  und  die  beiden  so  erhaltenen  Reihen  einander  gleich- 
gesetzt, so  hat  die  Gleichung 
(1)  F(a1x  +  b1)  =  F(a2y^b2) 
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offenbar  dieselben  Lösungen  wie  die  Gleichung  ersten  Grades 

(2)  a1x  +  b1=aay-\-b2. 

Ist  nun  eine  Gleichung  so  wie  (1)  entstanden,  so  ist  sie  in  der 
Art  b  des  vorigen  Paragraphen  reduzierbar,  und  zwar  durch  die 
Substitution 

a2y  =  a1xJrv. 

Die  aus  dieser  Substitution  hervorgegangene  Gleichung 

F(x,  v)  =  0 

hat  dann  die  Eigenschaft,  für  einen  bestimmten  Wert  von  v  durch 
jeden  beliebigen  Wert  von  x  erfüllt  zu  werden.  Ist  b  dieser  Wert 
von  v,  so  sind  alle  Lösungen  der  Gleichung 

(3)  a2y —  axx  =  b 

auch  Lösungen  der  wie  (1)  entstandenen  Gleichung. 
II.  Eine  Gleichung  von  der  Form 

(4)  af+:-,u^f'+:-iu* 


n 


ist,  wenn  a  =  anA  ist  und  k  den  Faktor  A  besitzt,  entweder  lös- 
bar oder  es  läßt  sich  ihre  Unlösbarkeit  nachweisen.  Ist  k  =  Ax, 
so  läßt  sich  die  Gleichung  auf  die  Form 

(5)  a^+:-iy(y  +  n-l^  =  x 

bringen.  Diese  Gleichung  nun  läßt  sich  nach  der  Art  a  des 
vorigen  Paragraphen  durch  die  Substitution  y  =  ax-\-v  immer 
auf  eine  Reihe  n — 1-ten  Grades  reduzieren,  deren  Restreihe  eine 
sehr  einfache  Form  hat. 

Die  allgemeine  Lösung  der   Gleichungen    von   der   Form   (5) 

erfordert  eine  allgemeine  Form   der  Entwicklung  von   (aaj  nach 

einfachen  Formanten.  Da  nun  in  §  17  diese  Entwicklung  nur  für 
die  Werte  p  =  2,  3,  4,  5  gegeben  ist ,  müssen  wir  auch  hier  uns 
begnügen,  die  Methode  an  der  Gleichung  (5)  für  n  =  2  und  n  =  3 
als  an  Beispielen  durchzuführen;  doch  zeigt  sich  an  diesen  die 
Allgemeinheit  der  Methode. 

Die  Form  der  Restreihe  zweiter  Ordnung  a(x~^  )  —  ^(2 
geht  durch  die  Substitution  y  =  ax-\~v  allgemein  über  in 

Ist  nun  a  —  a2A  =  0 ,    so  ergibt  sich  unter  Weglassung  des 
Faktors  A  die  Form 
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Soll  nun  diese  einen  Rest    darstellen,    so    muß    sie   für   den 
betreffenden    Terra    kleiner    als    die    Differenz    der    Modulreihe 

a  ( l )  "i~  *  ~^~  (l)  se*n'  woraus  die  Bedingung 


entsteht. 

Diese  Bedingung  aber  ist  für  jeden  Wert  von  x  bei  einem  be- 
stimmten Wert  von  v,  welcher  von  dem  von  a  abhängt,  erfüllbar. 
Die  Reihe  der  Reste  (6)  ist  dann  eine  arithmetische  Reihe  erster 
Ordnung,  besteht  also  aus  einer  einzigen  Staffel  von  unendlicher 
Länge.  Nur  für  x  =  0  ist  unabhängig  vom  Wert  von  a  immer 
v  =  0,  so  daß  hier  eine  Verwerfung  in  der  Restreihe  stattfindet. 
Die  Formen  der  Restreihen  sind  folgende: 

Für 


a  =  2 

bei 

v  =  0 

ist 

sie 

a]=3 

J5 

v  =  0 

jj 

?) 

ct  =  4 

>» 

v=l 

>> 

>■> 

«  =  5 

)) 

v=l 

55 

55 

a  =  6 

5» 

v  =  2 

55 

55 

3,, 


5(;-l 


3fJ 


usw. 


In  analoger  Weise  ergibt  sich  aus  der  Form  der  Restreihe 
dritter  Ordnung  a(xJ~2) — A(y~^2)  durch  die  Substitution 
y  =  ax-\-v  die  allgemeine  Form 

.  -^[(^o+(m-i)(t)+i)(D+(«©+»)©+©i- 

Ist  a  —  a3A  =  0,  so  geht  sie  unter  Weglassung  des  Faktors  A 
über  in 

-[-©+(CtMC0+l]C()-[«e!)+»]ö-«)- 

Die  Bedingung,  Jdaß  diese  Form  einen  Rest  darstellt,  ist 
analog  (7) 


<»       2 (?)(?)  ©  +  («©+*(? 

<  k  (i) + ((at2)-1)©+ l]  CW  MCtW 

Die  Bedingung  ist  bei  bestimmtem  a  und  einem  von  a  ab- 
hängigen Wert  von  v  für  alle  Werte  von  x  erfüllt,  so  daß  die 
Restreihe  (8)  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  darstellt 
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mit  einziger  Unterbrechung  für  x  =  Q,   wo  allgemein  v  =  0.     Die 
Formen  der  Restreihen  sind  folgende: 

Für  «  =  2   bei   v  =  0   ist  sie    4(x+r 


a=3     „     v=l      „     „      9^jJ  +   8^j  —  1 
«  =  4     „     v=2     „     „    16g)  +  12(f)  — 4 


usw. 


Die  Gleichung  (4)  ist  also  nur  dann  lösbar,  wenn  x  ein 
Glied  der  entsprechenden  Restreihe  ist,  sonst  nicht.  Insbesondere 
ist  die  Gleichung 

(io)  W'+VC+V» 


lösbar,  wenn  a  =  2,  bei  jedem  beliebigen  Wert  von  x ,  wenn  a  =  3 
und  x  ein  Vielfaches  von  3 ,  wenn  a  =  4  und  x  ein  Glied  der 
Reihe  2x — 1,  also  eine  ungerade  Zahl  ist,  usw.  —  Ebenso  ist 
die  Gleichung 

tu)  «ftVCt2)— 

nur  lösbar,  wenn  a  =  2  und  x  ein  Glied  der  Reihe  4  (x  "£"   j ,  wenn 

«=3  und  x  ein  Glied  der  Reihe  $(£) +  &(?)— h  usw. 

Die  Lösung  aber  ergibt  sich  aus  der  Lösung  der  Gleichung 
R  (x)  =  x ,  wo  R  (x)  die  der  Reihengleichung  und  dem  Werte  von  « 
entsprechende  Restform  ist.  Hat  diese  Gleichung  mehrere  Lösungen, 
so  hat  es  auch  die  Reihengleichung.  Außerdem  gehört  bei  einer 
Gleichung  von  gerader  Ordnung  zu  jeder  Lösung  von  R(x)  =  x 
wegen  der  Symmetrie  der  Reihenformen  eine  Gruppe  von  vier 
Lösungen.  Ist  nämlich  eine  Lösung  1.  xlt  y1,  so  sind  auch 
2.  — xx  —  n-\~l,  — yx  —  n-\-\,  3.  — x,  — n-\-l,  yx  und  4.  xr, 
—  Vi  —  n-\-\  Lösungen.  Ist  dagegen  die  Gleichung  von  un- 
gerader Ordnung,  so  bilden  die  Lösungen  nur  Paare.  Die 
Lösungen  1  und  2  gehören  derselben  Gleichung  an,  3  und  4  da- 
gegen einer  Gleichung  mit  inversem  Wert  von  x. 

III.  Jede  Gleichung  von  der  Form 

<i2)  £)-(!)-  °: 

hat  die  Lösung  x  =  mJrn,my^^mJr  n  wegen  des  Reversions- 
gesetzes (§  4,  4).  Zu  dieser  kommen,  wenn  m  und  n  beide  gerade 
Zahlen  sind,  drei  weitere  Lösungen  entsprechend  der  obigen  Gruppe. 
Sind  beide  ungerade,  so  gibt  es  nur  Lösungspaare. 

Die  obige  Lösung  von  (12)  mit  ihren  Gruppenlösungen 
braucht  jedoch  nicht  die  einzige  Lösung  der  Gleichung  zu  sein. 

So  hat  die  Gleichung  (x)  —  (| j  =  0  die  Lösungen 

x=  36,  22,  10,  5,  3,  2,  1,  0,  0,  1,  2,  3,  5,  10,  22,  36 
y  =  — 119,  —  55,  — 15,  —  4,  — 1,  0,  0,  0,  1,  1,  1,  2,  5,  16,  56,  120. 
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§  63.   Die  Ableitung  neuer  Lösungen  einer  Gleichung 
aus  einer  gegebenen. 

Ist  der  Grad  einer  homonomen  Gleichung  gerade,  so  bilden 
ihre  Lösungen  Gruppen  von  je  zweien,  wenn  eine  der  beiden 
Reihen  symmetrisch  ist,  von  je  vieren,  wenn  beide  symme- 
trisch sind.     Ist  die  Gleichung 

(1)  f{x)-<,iy)  =  k 

und  bezeichnen  wir  im  Falle  der  Symmetrie  einer  Reihe  die  beiden 
symmetrischen  Terme  gleicher  Glieder  mit  x  und  x'  bzw.  y  und  y', 
so  folgt, 

•wermf{x)  symmetrisch  ist,  aus  der  Lösung  xx ,  yx  die  entsprechende  x1',y1, 

55         (l    \D)  55  55  55  55  55  %\  5   V\      55  5»  %  \)  V  \    5 

und  wenn  beide  Reihen  symmetrisch  sind,  aus  xt,  yx  die  drei 
Lösungen  xx,  yiy    xx,  yx\    xx,  yx'. 

Ist  der  Grad  einer  homonomen  Gleichnng  ungerade,  so 
bilden  ihre  Lösungen  Gruppen  von  je  zweien,  jedoch  nur,  wenn 
beide  Reihen  symmetrisch  sind  und  außerdem  die  Gleichung  eine 
Nullgleichung,  also  von  der  Form 

(2)  f(X)  —  <p(y)  =  0 

ist. 

Die  zu  einer  Gruppe  gehörigen  Lösungen  lassen  sich,  wenn 
das  Symmetrieverhältnis  bekannt  ist,  einfach  auseinander  ableiten. 
Es  genügt,  bei  Gleichungen  mit  Lösungsgruppen  einen  Repräsen- 
tanten jeder  Gruppe  zu  kennen,  um  alle  Lösungen  bilden  zu  können. 
Die  auf  diese  Art  aus  einer  Lösung  einer  Gruppe  abgeleitete  Lösung 
betrachten  wir  daher  nicht  als  wesentlich  neue  Lösung. 

Es  gibt  aber  auch  zahlreiche  Fälle,  in  denen  man  mit  Hilfe 
von  Lösungsgruppen  nicht  zur  Gruppe  gehörige,  also  wesentlich 
neue  Lösungen  ableiten  kann.  Es  dient  dazu  die  folgende  Methode: 

Ist  eine  Lösung  der  Gleichung  xx ,  yx  gegeben,  so  transformiert 
man  zunächst  die  Gleichung  durch  die  Substitution  x  =  u-\-xx, 
y  =  v-\-y1  so ,  daß  die  neue  Gleichung  durch  die  Werte  u  =  0 , 
v=  0  erfüllt  werde.   Die  so  transformierte  Gleichung  (1)  oder  (2)  sei 

(3)  f1(u)  —  <p1(v)  =  0. 

Der  Grad  der  Gleichung  sei  nun  gerade.  Ist  dann  f{x) 
symmetrisch,  so  ist  eine  zweite  Lösung  von  (1)  xx,  yx  und  die 
entsprechende  Lösung  von  (3)  u'  =  xl'  —  xx,  v=  0.  Um  nun  zu 
einer  wesentlich  neuen  Lösung  überzugehen,  setzen  wir  u  =  v-\-w, 
wo  w  eine  neue  Variable  bedeutet.     Die  Gleichung 

(4)  f1(v  +  w)-<p1{v)  =  0 

ist  dann  erfüllt  durch  w  =  v!  =  xx'  —  xx .  Setzen  wir  diesen  Wert 
für  w  in  (4)  ein,  so  entsteht  die  Gleichung 

(5)  £(*  +  «/  — «i)- Vi  («)  =  0, 
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welche  die  Lösung  vx  =  0  hat,  aber  als  Gleichung  höheren  Grades 
außerdem  noch  andere  Lösungen  haben  kann.  Hat  sie  eine  zweite 
rationale  Lösung  v2,  so  ist  damit  eine  neue  Lösung  von  (1)  ge- 
funden, denn  es  ist  dann  u2  =  v2  -\-  w  =  v2  -\-  xx  =  xx   und  darum 

(6)  x2  =  v2+xx,     y2  =  v2. 

Da  die  Gleichung  (5)  die  Lösung  v  =  0  hat,  so  läßt  sich  ihre 
linke  Seite  immer  in  ein  Produkt  von  v  und  einer  Form  F(v)  von 
um  1  niederem  Grade  als  die  gegebene  Reihengleichung  zerlegen 
und  die  Gleichung  (5)  also  auf  F(v)  =  0  reduzieren. 

Der  Grad  der  Gleichung  sei  ungerade.  Es  müssen  dann 
f(x)  und  <p{y)  symmetrisch  sein  und  die  zweite  Lösung  von  (2)  ist 
xx,  yx.  Die  entsprechende  Lösung  von  (3)  ist  dann  u'  =  x1'  —  x1} 
v'  =  y1'  —  yx.  Setzen  wir  nun  wieder  in  (3)  u  =  v -\-w  und  in  die 
entstehende  Gleichung  (4)  w  =  x1'  —  xx — ■  (yx — yx),  so  entsteht 
die  Gleichung 

(7)  fx  (v  -f  <  —  xx  —  (yx'  —  yj)  —  <px(v)  =  0. 

Sie  hat  ihrer  Entstehung  nach  eine  Lösung  vx  =  yx  —  yx , 
kann  aber  außerdem  als  Gleichung  höheren  Grades  noch  weitere 
Lösungen  haben.  Ist  darunter  eine  rationale  Lösung  v2,  so  ist  ent- 
sprechend u2  =  v2-\-w  =  v2-\-x1' —  xx —  (yx  ■ — yx)  und  damit  eine 
zweite  Lösung  von  (3)  sowie  von  (2),  nämlich 

(8)  *2=v*-Fa;/  —  (Vi—  Vi),   y«=«s+yj 

gefunden. 

In  beiden  Fällen  hängt  also  die  Auffindbarkeit  einer  wesent- 
lich neuen  Lösung  —  nicht  deren  Existenz  —  von  der  Art  der 
Lösung  der  Gleichung  (5)  bzw.  (7)  ab.  Wir  nennen  daher  diese 
Gleichung  die  Dezernente  der  Reihengleichung.  Man  kann  ihr, 
indem  man  statt  u  =  v-\-w,  v  =  u-f-w  substituiert,  sowie  indem 
man  in  (4)  für  v  statt  für  w  den  Wert  einsetzt  und  so  eine  Glei- 
chung mit  der  Unbekannten  w  bildet,  mancherlei  verschiedene 
Gestalt  geben;  doch  ist  die  oben  gewählte  im  allgemeinen  die 
auf  dem  kürzesten  Wege  zum  Ziele  führende. 

Als  Beispiel  für  eine  Gleichung  geraden  Grades  diene 
5(2) — 2(1)  =  0.     Sie  hat  die  Lösung  xx  =  4,  y1  =  Q.     Wir  setzen 


\2J        "  \2 
daher  x  =  u-\-±,  y  =  v  -|-  6,  wodurch  die  Gleichung  in  5 [Vj  -j-  20  (^ 

—  2(2) — ^(Vj=0    übergeht.     Da  eine  zweite  Lösung  derselben 

Gruppe  x' '=  —  3,  y=6  bzw.  n'  =  —  7,  v  =  0  ist,  so  ergibt  sich, 
wenn  u  =  v-\-w  und  hierin  w  =  —  7  gesetzt  wird,  die  Dezernente 

Sfg)  —  27uJ  =  0,    welche    außer    vx  =  0   die   Lösung  v2=19    hat. 

Ihr  entspricht  u2=\9  —  7  =  12.  Die  entsprechenden  Lösungen 
der  gegebenen  Gleichung  aber  sind  dann  x2  =  16,  y2  =  25.  Machen 
wir  sie  zum  Ausgangspunkt  einer  neuen  Lösung,  indem  wir  nun- 
mehr x  =  u-^-l6,  y^v-^25  setzen,  so  ergibt  sich  in  gleicher 
Weise   mit  Hilfe  der  Lösung  x' =  — 15,    ?/  =  25    bzw.  u' =  —  31, 
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v  =  0  die  Dezernente  3(£) — 125n]  =  0.     Sie  hat   außer  vx  =  0 

die  Lösung  v2  =  -_- ,  der  u2  =  —  entspricht.  Somit  ist  eine  weitere 

Lösung  der  gegebenen  Gleichung  x2  =  691/3,  y2  =  109 1/3,  die  wieder 
zur  Auffindung  einer  neuen  Lösung  dienen  könnte. 

Versucht  man  nun  die  Methode  auf  Gleichungen  höherer 
Grade  anzuwenden,  so  ergeben  sich  in  der  Regel1)  durch  sie  keine 
neuen  Lösungen,  selbst  da,  wo  tatsächlich  weitere  rationale 
Lösungen  vorhanden  sind.  Es  seien  zum  Beweis  dessen  hier  zwei 
Gleichungen  höheren  Grades  behandelt. 

Die  Gleichung  4.  Grades  2[V\ —  n J  =  0  hat  die  Lösung  x  =  3, 
y  =  3.  Setzen  wir  x  =  u-Ar  3 ,  y  =  v-\-  3,  so  entsteht  die  Form 
2(    4     )  —  [V  4    )  =  0,  welche  die  Lösung  u  =  0,  v  =  0,  aber  auch, 


4    /      \    4 
#'  =  0,    y  =3    entsprechend,    die    Lösung    u=  —  3,    v  =  0    hat. 

Wird  u  =  v-\-w  gesetzt,  so  ist  w  =  —  3,   v  =  0  eine  Lösung  von 

2  (v  +  ^  +  3)  —  (ü  +  3)  =  0 .      Für    w  =  —  3    entsteht     hieraus    die 

Dezernente  20-(*+3)  =  O  oder  (j)  -3  (j)-  3  (j)  -  (j)  =  0, 

aus  der,  nach  Entfernung  des  Faktors  v,  (3)  —  5  f  .> j  —  3  ( j )  —  1  =  0 

hervorgeht.  Diese  Gleichung  hat  aber  keine  rationalen  Lösungen. 
Und  dabei  besitzt  die  gegebene  Gleichung  außer  den  Gruppen 
von  x1  =  3 ,  yr  =  3 ,  x2  =  2 ,  y2=  2  noch  die  rationale  Lösung 
z3  =  7,  2/s  =  8  als  Repräsentant  einer  neuen  Gruppe. 

Ebenso  hat  auch  die  Gleichung  3.  Grades 

120(;)+.60g)  +  24(;)— 12-3(j)=0 
oder  in  Polynomform 

40z3  —  60z2  -[-  68z  —  24  —  yz  -+-  3?/2  —  2?/  =  0 
zwei  Gruppen  rationaler  Lösungen,  nämlich 

1.  x1  =  0,  yl  =  —  2,     x±'=l,     y/=    4 

2.  z2  =  — 2,     2/2  =  — 8,     <=3,     ?/2'=10. 

Bildet  man  aber  auf  Grund  der  ersten  Lösung  der  ersten 
Gruppe  die  Dezernente,  so  ergibt  sich  als  solche  die  Gleichung 
39 w3  —  66w2-|-57w — 30  =  0,  welche  außer  u=\  keine  reellen 
Lösungen  hat. 


2)  Wenigstens  ist  es  mir  nicht  gelungen,  eine  Gleichung  dritten  oder  vierten 
Grades  zu  finden,  auf  welche  angewandt  die  Methode  zum  Ziele  geführt  hätte. 
Anderseits  liegt  auch  kein  Grund  vor,  weshalb  die  Methode  nicht  auf  Gleichungen 
von  höherem  als  zweitem  Grade  anwendbar  sein  sollte.  —  Allgemein  ist  zu  be- 
merken, daß  die  Wahrscheinlichkeit  rationaler  Lösungen  abnimmt,  je  höher  der 
Grad  einer  Gleichung  ist,  denn  die  Bedingungen  rationaler  Lösbarkeit  werden 
immer  komplizierter.  Außerdem  gilt  für  Gleichungen  höheren  als  zweiten  Grades 
kein  Satz  analog  dem  in  §  64,  der  von  der  Existenz  einer  rationalen  Lösung 
auf  die  anderer  rationaler  Lösungen  schließen  ließe. 
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§  64.   Die  Fundamentalgleichungen  zweiten  Grades. 

Jede  Reihengleichungen  zweiten  Grades,  deren  eine  Reihe 
symmetrisch  ist,  hat  immer  zu  jeder  rationalen  Lösung  eine  zweite. 
Denn  die  Form  ihrer  Dezernente  zerfällt  immer  in  zwei  Faktoren 
ersten  Grades,  von  denen  der  eine  eine  wesentlich  neue  Lösung 
liefert.  Da  nun  jede  neue  Lösung  wieder  als  Ausgangspunkt  für 
eine  weitere  Lösung  benutzt  werden  kann,  so  ergibt  sich  eine 
endlose  Reihe  neuer  Lösungen.  Da  diese,  wie  zu  zeigen  sein  wird, 
keinen  Zyklus  bilden,  sondern  fortschreitend  wesentlich  neue 
Lösungen  entstehen,  so  gilt  der  allgemeine  Satz: 

Eine  Reihengleichung  zweiten  Grades  hat,  wenn 
überhaupt,    unendlich    viele    rationale    Lösungen. 

Verlangt  man  nicht  bloß  rationale,  sondern  ganzzahlige 
Lösungen,  so  genügt  nicht  die  Existenz  einer  ganzzahligen  Lösung, 
um  die  weiterer  ganzzahliger  zu  gewährleisten.  Es  muß  vielmehr 
noch  die  weitere  Bedingung  erfüllt  sein,  daß  die  Form  der  je- 
weiligen Dezernente.  eine  symmetrische  Reihe  sei;  denn  nur 
dann  kann  sie  zwei  gleiche  Glieder  (Nullglieder)  besitzen  (§  22). 
Soll  also  eine  Reihengleichung  unendlich  viele  ganzzahlige 
Lösungen  haben,  so  muß  sie,  außer  den  Bedingungen  für  ratio- 
nale Lösungen,  noch  die  erfüllen,  daß  ihre  sämtlichen  Dezer- 
nenten symmetrische  Reihen  besitzen. 

Nun  kennen  wir  die  allgemeinen  Formen  der  symmetrischen 
Reihen  zweiten  Grades.     Sie  sind  für 


paarig    symmetrische    Reihen    A(X)-\-B 

unpaarig  symmetrische  Reihen  Ay2-\-B. 

Wir  wollen  nun,  indem  wir  B  =  0  setzen  bzw.  es  dem  gemein- 
samen   unveränderlichen    Posten    der    Gleichung    zurechnen,    die 

Reihen  A\V\   bzw.  Ay2    als    Modulreihe     betrachten,     während 

wir   der   gemessenen   Reihe    die    allgemeine  Form  a (%) -\- b [f\ -j- c 

geben.  Die  allgemeinen  Formen  der  Gleichungen  zweiten  Grades, 
welche  unendlich  viele  rationale  Lösungen  haben,  wenn  sie  deren 
eine  besitzen,  sind  also 


(i)  H2J+Hi)+c-^®=° 

(2)  ax2^-  bx  ^  c  —  Ay2  =0. 

Diesen  bedingungsweise  lösbaren  Gleichungen  sind  jedoch  ein 
Paar  unbedingt  lösbare  Gleichungen  voraufzuschicken,  deren 
Lösungen  der  aller  übrigen  Gleichungen  als  Grundlage  dienen  und 
die  wir  daher  die  Grund-  oder  Fundamentalgleichungen 
zweiten  Grades  nennen.  Wir  erhalten  sie  aus  den  allgemeinen 
Gleichungen,    wenn    wir    c    einem    Gliede    der    Modulreihe    gleich 

setzen,  also  in  (1)  c  =  A[V\  in  (2)  c  =  Ay2  machen. 
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Die  Fundamentalgleichungen  sind  dann  also: 

(i)  <?)+K?)+^)-^(i)=° 

(II)  az2  +  bx  +  Af—  Ay2=0. 

Sie  haben  die  unmittelbar  erkennbare  und  darum  als  die 
selbstverständliche  bezeichnete  Lösung  x0  =  0,  y0  =  y,  die 
vom  Wert  von  a  und  b  vollständig  unabhängig  ist.  Als  zweite 
zur  gleichen  Gruppe  gehörige  Lösung  hat  die  Gleichung  (I)  die 
Lösung  x0  =  0,  y0' =  —  y-f-1,  die  Gleichung  (II)  die  Lösung 
x0  =  0 ,  y0'  =  —  }'•  Damit  die  Gleichung  (II)  wirklich  zwei  Lösungen 
in  der  ersten  Gruppe  habe,  ist  jedoch  notwendig,  daß  y  von  0 
verschieden  sei,  weil  sonst  wegen  der  unpaarigen  Symmetrie 
von  y2  die  Lösung  y=0  nur  sich  selbst  entspricht.  In  (I)  da- 
gegen   kann    auch    y  —  0    sein ,     die    Gleichung    also    die    Form 

a  (2)  +  h  (1)  ~~  A  (2)  =  °  annenmen- 

Aus  der  ersten  fundamentalen  Lösungsgruppe  lassen  sich  nun 
alle  übrigen  Lösungen  der  Gleichungen  nach  der  Rekursionsmethode 
ableiten  und  die  allgemeinen  Formen  der  Lösungen  angeben.  Zur 
Erlangung  einer  allgemeinen  Rekursionsformel  gehen  wir  jedoch 
nicht  von  der  fundamentalen  Gruppe,  sondern  von  einer  beliebigen 
Lösung  xn,  yn  aus. 

1.  Wir  substituieren  also  in  Gleichung  (I) 

x  =  u  +  xn,     y  =  v-\-yn, 

wodurch  sie  die  Lösungen 

u  =  0,     v  =  0     und     w=0,     v  —  —  2ynJ\-l 

bekommt,  und  wenn  wir  weiter  v  =  uJrw  setzen,    die  Lösungen 
u  =  0,  w  =  —  2yn+  1.    Daraus  aber  ergibt  sich  die  Dezernente: 

oder 

(a  -  A)  («)  +  {azn  +  b  +  A  [yn  -  1])  (*)  =  0 , 
woraus  sich 

A  —  o 
ergibt. 

Aus  v  =  u  +  w  entsteht 

v  =  na{*n  +  yn  -l)  +  6] 
A  —  a 
und  endlich 

,  _  (A  -f  a)  x"  —  a-j-  -2b       A  (•-'//„  —  1) 

(  ^  |  2a(xn—  l)  +  26  +  (^  +  fl)y„ 

yn+i  =  v-ryn  =  -  A  ^aT 

als  Rekursionsformeln. 
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Da  x0  =  0,  y0  =  y,  so  ergibt  sich  hieraus 

—  a-\-2b  +  A(2y  —  1)  —  2a-\-2b-\-{A-\-a)y 

xi  —  ~  A  —  a~  'Vi-  A  —  a 

Im  allgemeinen  sind  hiernach  die  Lösungen  gebrochene  Zahlen. 
Ob  sie  ganze  Zahlen  sind,  hängt  vom  jeweiligen  Wert  von  xn 
und  yn  ab.  Unabhängig  von  xn  und  yn,  also  allgemein  sind  es 
ganze  Zahlen,  wenn  2  a  und  2b  Vielfache  von  A — a  sind; 
denn  es  sind  dann  v  und  damit  auch  u,  xn+1  und  yn,1  ganze 
Zahlen.  Insbesondere  sind  sämtliche  Lösungen  ganze  Zahlen  für 
A — a  =  Jrl  und  A — a  =  +  2,  einerlei,  was  b  für  einen  Wert  hat. 
Die  meisten  Gleichungen  haben  beides,  gebrochene  und  ganzzahlige 
Lösungen. 

2.  Die  Gleichung  (II)  ist  eine  Verallgemeinerung  der  soge- 
nannten Pellschen  Gleichung,  die  aus  ihr  hervorgeht,  wenn 
A  =  l,  7=1  und  5  =  0  ist.  —  Wir  behandeln  sie  wie  (I),  indem  wir 

x  =  u  +  xn,     y  =  v  +  yn 

substituieren.    Die  transformierte  Gleichung  hat  dann  die  Lösungen 

u  =  0 ,     v  =  0     und     u  =  0 ,     v  =  —  2  yn . 

Ist  v  =  u-\-w-,  so  ist  w  =  —  2  yn .  Die  Dezernente  hat  die 
Form 

a(u  +  xn)*  +  b{u-{-xn)  +  Ay2  —  A(u  —  yn)*  =  0 

oder 

(a  —  A)u~  +  (2axn  +  b  +  2Ayn)u  =  0> 
woraus 

u=  2axn  +  b-\-2Ay„ 
A  —  a 
hervorgeht.     Entsprechend  ist 

2a(xn  +  yH)  +  b 
A  —  a 

und  daher  gelten  die  Rekursionsformeln 

(Uv\         v  __(A  +  a)x„  +  b-{-2Ayn  _  2axn  +  b  -f  (A  -f  p)  y„ 

lliIJ  Xn+1~  A_a  >      Vn+l—  A_a  -• 

Die  Lösungen  sind  unabhängig  von  xn  und  yn,  d.  h.  allgemein 
ganze  Zahlen,  wenn  A — a  =  -\-l,  einerlei  welchen  Wert  6  habe. 
Ist  6  =  0,  wie  in  der  Pellschen  Gleichung,  so  sind  auch,  wenn 
A  —  «  =  -f2,  alle  Lösungen  ganzzahlig.  Sonst  muß  2  a  und  b 
ein  Vielfaches  von  A  —  a  sein.  Im  allgemeinen  sind  die  Lösungen 
wechselnd  gebrochen  und  ganzzahlig.  Die  ersten  von  0  und  y 
verschiedenen  Lösungen  sind 

_b  +  2Ay  _7{A+a)  +  b 

xx—   A  —  a    *     Vl~        A  —  a 

Als  Beispiel  diene  die  Pel Ische  Gleichung 

5x2-\-l  —  y2  =  0. 
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Ihre  ersten  Lösungen  sind: 

•^0  ==  ^'       Vo  ===  * »       ^1  I=  "ö"  > 

3 

Q                    21 

47 

2/4  ■  0 » 

2 »    2/2      2 ; 


usw. 


Die  gewöhnlichen  Lösungsmethoden,  welche  nur  auf  die  Be- 
stimmung der  ganzzahligen  Lösungen  ausgehen,  bezeichnen  die 
vierte  Lösung  als  die  Fundamentallösung.  Die  Beschränkung  auf 
ganzzahlige  Lösungen  hat  zu  dem  Irrtum  Anlaß  gegeben,  daß  die 
selbstverständliche  Lösung  nicht  hinreiche,  um  neue  Lösungen 
abzuleiten,  während  sie  die  eigentliche  Fundamentallösung  ist. 

§  65.   Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades. 

Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  zweiter  Ordnung  läßt 
sich  in  der  Form 

'z\         r>  /  z 


(1)  a(Z)+b(*)-A(Z)-B$)=k 

oder  in  der  Form 

(2)  a'x2  -j-  b'x  —  A'z2  —  B'z  =k 

darstellen,   wo   die  Koeffizienten  in  folgenden  Beziehungen  zuein- 
ander stehen: 

a  =  2a',    b  =  a'  +  b',    A  =  2A',    B  =  A'-\-B' 

,        a         ,,        2b  ~a         .,        A         R,        2B  —  A 

a  ==  2  '  === — 2 '  =  =2~'  2~~ 

Ist  nun  B  ein  Vielfaches  von  A,   und  zwar  B  =  ~\rAy  oder, 
was  dasselbe,  B'  =  JrA'(2y^  1),  so  kann  man,  da 

r\(*\±    (r\    _    fr\    -(*  +  A  —  (r 


.+nO=i2J+(i)ii)- 

und 

-yft)=(S)— (5)ft)+Crtr 


.  2  )     v  2 

die  Gleichung  (1)  umformen  in 

(3a)  *{f)  +  b(j)+    A(ß    -A(y)  =  k, 

wo  ?/  =  z  -j-  y,  oder  in 

(3b)  »(j) +  *  (?)  +  <*  ('t1)—*  99  =  *• 

wo  ?/  =  z —  7  ist. 

Ist  dagegen  jB'  ein  Vielfaches  von  2J',  und  zwar  B'  —  -j-  A'2y 
oder,  was  dasselbe,  2B  =  +  -4  (2y  +  1),  so  kann  man  nach  bekannter 
Methode  die  Gleichung  (2)  umformen  in 
(4)  a:i:2_!_&a._|_i4y_  A'y2  =  k, 

wo  ?/ =  2 +  7  ist. 

In  diesem  Falle  muß  A  eine  gerade  Zahl  sein. 


mit  Hilfe  von  («*)  =  «'©  +  (!)  (J)  in 
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Je  nachdem  die  eine  oder  die  andere  Bedingung  zutrifft, 
wählt  man  die  entsprechende  Gleichungsform.  —  Hat  nun  die 
Gleichung  (3a,  b)  oder  (4)  ganzzahlige  Lösungen,  so  hat  es  auch 
die  Gleichung  (1)  oder  (2). 

Ist  keine  von  beiden  Bedingungen  erfüllt,  so  nimmt  man  mit 
den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgende  Umformungen  vor. 

Ist  A  =  aC,  B  =  ßC,  wo  G  der  größte  gemeinsame  Faktor 
von  A  und  B,  und  ist  a  eine  ungerade  Zahl,  so  multipliziert 
man  (1)  mit  «  und  transformiert 

A@  +  B$)  +  0(*(*)  +  aß(i 

C'((a2z)+v^"  "^  y  v  i 

wo  ß ~^—  eine  ganze  Zahl.     Die  Gleichung  (1)    hat   dann  die 

Form 

welche  die  erste  Bedingung  erfüllt,  indem  y  —  ß 2 —  ist.    Durch 

die  Substitution  y  =  az  -\-  y  wird  sie  auf  die  Form  (3a,  b)  gebracht. 

Ist  dagegen  a  eine  gerade  Zahl,  so  ist  .4'  =  — (7,  B'=J~^ — C, 

und  C  der  größte  gemeinsame  Faktor   von  A'  und  B '.     Wir  be- 

zeichnen  dann  -^   mit  a    und  -*—= —  mit  ß'  und  multiplizieren  die 

Gleichung  (2)  mit  4«',  wodurch  sie  in 

la'a'x2  -f  la'b'x  —  C(2a'z)2  —  2ß'C(2a'z)  =  4«'jfc 

übergeht,  welche  die  zweite  Bedingung  erfüllt,  indem  y  =  ß'  ist. 
Durch  die  Substitution  y  =  2a'z-\-y  wird  sie  auf  die  Form  (4) 
gebracht. 

In  diesen  Fällen  entsprechen  ganzzahligen  Lösungen  in  y  im 
allgemeinen  nicht  ganzzahlige  aber  jedenfalls  rationale  Lösungen  in  z. 

Man  kann  also  jede  Gleichung  zweiten  Grades  auf  eine  der 
Formen 

(5)  a©+-Kl)  +  ^(Ö-A(«H* 

(6)  ax2Jr  bx  -\-Ay*  —  Ay2  =  k 

bringen,  deren  linke  Seiten  oder  Restreihen  identisch  sind  mit 
den  Restreihen  der  Fundamentalgleichungen.  Kennen  wir  diese, 
so  besitzen  wir  alles,  was  zur  Lösung  der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades  zweiter  Ordnung  erforderlich  ist. 

Die  Lösung  der  Fundamentalgleichungen  liefert  uns  jedoch 
nur  die  Nullglieder  der  Restreihe,  also  die  Stellen,  welche  die 
Restreihe   in  Abschnitte   zerlegen.     Was  die   übrigen,   von  0  ver- 
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schiedenen  Glieder  der  Restreihe,  welche  die  Abschnitte  bilden, 
betrifft,  so  ist  die  Hauptfrage  die,  ob  die  Reihen  revolvent  sind 
oder  nicht.  Die  allgemeine  Bedingung  der  Revolvenz  ist  jedoch 
noch  nicht  gefunden. 

§  66.    Die  Beurteilung  der  Lösbarkeit  der  Reihengleichungen. 

Die  Beurteilung  der  Lösbarkeit  einer  Gleichung  von  der  Form 

f(x)  —  q>(y)  =  k 

ist  identisch  mit  der  Beantwortung  der  Frage,  ob  unter  den  Resten 
der  Reihe  f(x)  —  cp(y)  sich  die  Größe  k  findet  oder  nicht.  Drei 
Methoden  zur  Entscheidung  dieser  Frage  haben  wir  bisher  kennen 
gelernt. 

Bei  allen  Reihen  erster  Ordnung  bildeten  die  Reste  Perioden 
von  endlicher  Gliederzahl.  Es  ist  also  möglich,  alle  Reste 
einzeln  aufzuzählen  und  festzustellen,  ob  die  Konstante  k  der 
Gleichung  zu  ihnen  gehört  oder  nicht. 

In  einem  anderen  Falle  (§  62  II)  bildeten  die  Reste  arithme- 
tische Reihen.  Auch  dann  war  es  nicht  schwer  zu  bestimmen, 
ob  k  zu  den  Resten  gehöre  oder  nicht. 

In  einem  dritten  Falle  bildeten  die  Reste  revolventePerioden 
mit  wachsender  Gliederzahl.  Die  Anzahl  der  Reste  ist  dann  un- 
endlich, was  natürlich  die  Feststellung,  ob  eine  Zahl  Rest  ist 
oder  nicht,  sehr  erschwert.  Doch  auch  in  diesem  Falle  gibt  es 
ein  Mittel,  zu  beurteilen,  ob  eine  Zahl  k  der  Restreihe  angehört 
oder  nicht.  Es  gibt  nämlich  immer  eine  Periode,  deren 
erste  Glieder  größer  als  die  Zahl  k  sind,  der  diese  Zahl 
angehören  muß,  wenn  sie  überhaupt  der  Restreihe  an- 
gehören soll;  da  alle  folgenden  Perioden  nur  Wiederholungen 
der  Zahlen  der  vorhergehenden  oder  Zahlen  bringen,  welche  größer 

als  die  gegebene  Zahl  sind.    So  sind  die  Gleichungen  2(2)  —  U>)  =  4:> 

2  g)  — (|)=7,  2Q  — (|)=8  unlösbar,  weil  die  Reste  4,  7,  8  bis 

zur  vierten  Revolvenzperiode  der  Restreihe  2(2)  —  (!)  nicht  vor- 
kommen und  in  späteren  auch  nicht  vorkommen  können  (§  60). 
Bilden  die  Reste  keinerlei  Perioden,  so  wird  auch  dann  es 
für  jede  Zahl  eine  Grenze  in  der  Restreihe  geben,  bis  zu  welcher 
sie  vorgekommen  sein  muß,  wenn  sie  überhaupt  der  Restreihe 
angehören  soll.  Damit  ist  die  Richtung  angedeutet,  in  welcher 
diese  Untersuchungen  fortzusetzen  sind. 
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Tabelle  aller  ein-  bis  sechsstelligen  Formanten 
zweiter  bis  elfter  Ordnung. 

Einrichtung  der  Tabelle. 

Die  folgende  Tabelle  dient  zum  Ablesen  der  A-  und  B- For- 
manten zweiter  bis  elfter  Ordnung,  soweit  sie  höchstens  sechs- 
stellige Zahlen  sind.  Sie  ist  zunächst  für  A  -Formanten  eingerichtet, 
welche  in  Zeilen  von  je  zehn  in  ihnen  angeordnet  sind.  Jede 
Kolonne  enthält  daher  Formanten  von  Termen  mit  gleicher  Einer- 
stelle. Die  Einerstelle  ist  daher  am  Kopf  jeder  Tabelle  über 
den  entsprechenden  Kolonnen  angebracht.  Die  Zehner  der  Terme 
dagegen  stehen  in  der  hinteren  Randleiste,  über  welcher  oben 
A  steht. 

Um  die  Tabelle  gleichzeitig  zur  Auffindung  der  B-  Formanten 
geeignet  zu  machen,  ist  am  Kopf  unter  der  Reihe  der  Einerstellen 
der  A-  Formanten  eine  zweite  Reihe  von  Einerstellen  für  die 
.B-Formanten  angebracht.  Die  übereinanderstehenden  Terme  beider 
Reihen  stehen  zueinander  in  der  Beziehung  wie  n  (^4-Formanten) 

zu  n  —  r  — j—  1  (B-  Formanten)  wegen  [)=  \~  r        \,  doch  ist  über 

den  ersten  Kolonnen ,  soweit  n  •<  r  —  1  und  daher  der  Term  der 
B- Formanten  negativ  werden  würde,  10  -\-n  —  r  — j—  1  gesetzt.  Die 
Kolonnen  jeder  Tabelle,  mit  deren  Index  in  dieser  Weise  verfahren 
ist,  sind  von  den  übrigen  Kolonnen  durch  einen  stärkeren  Strich 
getrennt,  wodurch  die  Tabelle  in  zwei  Seiten,  eine  linke  und 
eine  rechte  zerfällt.  Auf  der  rechten  Seite  sind  die  A-  und 
B-  Formanten  von  Termen  mit  gleichen  Zehnern  und  entsprechen- 
den Einern  identisch.  Auf  der  linken  Seite  dagegen  steht  die 
B-  Formante  um  eine  Zeile  tiefer  wie  die  A-  Formante  mit  gleichen 
Zehnern  und  entsprechenden  Einern.  Darum  sind  die  Zahlen  der 
vorderen  Randleiste,  welche  die  Zehner  der  .B-Formanten  der 
linken  Seite  bedeuten,  alle  um  eine  Stelle  gegen  die  der  hinteren 
Randleiste  verschoben.  Über  der  vorderen  Randleiste  steht  daher  in 
gleicher  Höhe  mit  den  Einerstellen  der  5-Formanten  der  Buchstabe  B. 
Sucht  man  also  i-Pormanten  oder  zu  A -Formanten  die 
Terme,  so  hat  man  sich  ausschließlich  der  hinteren  Randleiste 
zu  bedienen,  die  dann  für  die  ganze  Zeile  ohne  Rücksicht  auf 
den    Trennungsstrich    gilt.     Sucht    man    dagegen    5-Formanten 
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oder  zu  gegebenen  B-  Formanten  die  Terme,  so  gelten  die  der 
hinteren  Randleiste  für  die  rechte  Seite,  die  der  vorderen 
Randleiste  für  die  linke  Seite  der  Tabelle. 

Da  nun  die  5-Formanten  zugleich  die  absoluten  Beträge  der 
A -Formanten  mit  negativem  Term  sind  und  umgekehrt  auch 
die  A -Formanten  die  der  B -Formanten  mit  negativem  Term,  so 
dient  die  Tabelle  zugleich  auch  der  Ablesung  der  Formanten  mit 
negativem  Term.  Es  ist  nur  noch  bei  Formanten  von  ungerader 
Ordnung  das  negative  Vorzeichen  hinzuzufügen. 

Über  jeder  Tabelle  sind  die  Transformationsformeln  der  For- 
manten der  betreffenden  Ordnung  angebracht. 

Da  die  Formantentabelle  insbesondere  auch  zur  Berechnung 
der  Potenzen  der  Zahlen  dient,  seien  die  Formeln  der  Potenzen 
(nach  §  21)  hier  wiederholt: 


*2=  «ffl+G) 

»*-   24$+36g)+14@  +  Q 

«■  - 120  (*)  +  240  (J)  + 1 50  ( J)  +  30  (*)  +  (f) 

x«  =720  (*)  +  1 800  g)  +  1 560  (J)  +  540  (*)  +  62  (*)  +  ( J) . 

Die  Tabelle  gibt  auch  die  Formantenreste  nach  den  Moduln 
10,  100,  1000,  10000  und  100000,  nämlich  in  Form  der  letzten 
Stelle,  der  beiden,  der  drei,  vier  und  fünf  letzten  Stellen  jeder 
Formante.     Sie  zeigen  die  oben  nachgewiesene  Periodizität. 

Diese  Periodizität  bietet,  für  den  Fall  einer  Ausdehnung  der 
Formantentabelle  auf  Zahlen  mit  mehr  als  sechs  Stellen,  die 
sich  namentlich  für  Formanten  höherer  Ordnung  als  notwendig 
erweisen  wird,  ein  willkommenes  Mittel,  die  Tabelle  so  einzurichten, 
daß  ihr  Formanten  mit  mehr  als  sechs  Stellen  entnommen  werden 
können,  ohne  daß  sie  größere  als  sechsstellige  Zahlen  enthält.  Es 
geschieht  durch  Zerlegung  der  Formanten  in  zwei  Teile,  nämlich 
in  ein  Vielfaches  einer  Potenz  von  10  und  den  Rest  in  derselben 
Potenz  von  10,  und  durch  die  entsprechende  Zerlegung  der  Tabelle 
in  eine  Tabelle  der  Hunderte,  Tausende,  Zehntausende  oder  höherer 
Potenzvielfache,  und  in  eine  Tabelle  der  Reste  der  Formanten  in 
100,  1000,  10000  oder  höherer  Potenzen.  Die  Tabelle  der  Reste 
hat  in  jedem  Falle  einen  fest  begrenzten  Umfang,  z.  B.  besteht 
die  der  Formantenreste  zweiter  Ordnung  bei  zweistelligen  Resten 
aus  200  Zahlen  (§  45).  Die  Tabelle  der  Vielfache  der  Zehner- 
potenzen findet  ihre  Grenze  in  den  Raumverhältnissen  der  Tabelle. 
Am  Schluß  der  folgenden  Formantentabellen  ist  als  Beispiel  eine 
Tabelle  der  Reste  der  Formanten  zweiter  Ordnung  im 
Modul  100  abgedruckt.  Man  findet  in  ihr  den  Rest  der  Formante 
des  Terms  n,  indem  man  den  Rest  von  n  in  200  bestimmt  und 
die  diesem  Rest  entsprechende  Zahl  in  der  Tabelle  sucht. 
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Voigt,  Theorie  der  Zahlenreihen. 
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